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Zawarto$c¢ tego wyktadu:
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reguta “dziel i rzadz”
wyszukiwanie
algorytm wyszukiwania binarnego

statystyki pozycyjne

2. najmniejsza wartos¢ w ciagu

(algorytm “turniejowy” - idea)

m algorytm Hoare'a

(wyszukiwanie k-tej statystyki pozycyjnej)



“Dziel i rzadz"

Algorytmy i
Struktury

Danych Jest to jedna z najskuteczniejszych technik projektowania
i algorytméw. Dzielimy problem na podproblemy (czyli dane
wejsciowe na mniejsze czesci) i wyjasniamy jak z rozwigzanh tych
Dziel i rzadz podprobleméw otrzymac rozwigzanie oryginalnego problemu.

Czesto jest implementowana za pomoca rekursji, czyli techniki
programowania polegajacej na wywotaniu przez funkcje jej
samej dla mniejszych danych wejsciowych.

Nazwa reguty zapozyczona jest z identycznie brzmigcej nazwy strategii w
polityce polegajacej na podzieleniu sit przeciwnika na mniejsze czesci,
czynigc go stabszym i bardziej podatnym na wewnetrzne konflikty.
Przypisywana oryginalnie Filipowi Il Macedonskiemu, krélowi Macedonii
(382-336 przed Chrystusem) jest permanentnie stosowana w polityce, nie
wytaczajac czasu obecnego.



Problem wyszukiwania
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search(S, len, key)

Input: S - ciag liczb catkowitych; len - dtugos¢ ciagu; key
(klucz) - liczba catkowita (wyszukiwana w ciagu S)

Wyszukiwanie
Output: indeks (liczba naturalna mniejsza od len), pod ktérg w
ciagu S znajduje sie liczba key (S[index]==key) albo -1 jesli
klucz jest nieobecny w S
Przyktad: S = (3,5,8,2,1,8,4,2,9):

m search(S, 9, 2) powinno zwréci¢: 3

m search(S, 9, 7) powinno zwréci¢: -1



Algorytmy i
Struktury

Wyszukiwanie

Wyszukiwanie, c.d.

Naturalnym kandydatem na operacje dominujaca w
algorytmach implementujacych problem wyszukiwania jest
poréwnanie (pomiedzy kluczem a elementami w ciagu S),
natomiast rozmiar danych zawiera dtugos¢ ciagu len (moze
tez obejmowac inne parametry, np. algorytm skoku co k)

Wyszukiwanie sekwencyjne:

Najprosciej jest zrealizowa¢ algorytm wyszukiwania przez
przegladanie wszystkich indekséw np. od 0 do len-1. Taka
realizacja skutkuje liniowa pesymistyczng ztozonoscia czasowa
W (len) = len.

UWAGA: Zauwazmy, ze pesymistycznej ztozonosci czasowej nie
mozna poprawic zmieniajac porzadek przegladania indekséw
(gdyz zawsze moze sie zdarzy¢, ze np. szukany element jest pod
ostatnim sprawdzanym indeksem).



Bardziej efektywne wyszukiwanie?
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Jaka dodatkowa wfasnos$¢ ciaggu mogtaby umozliwi¢ szybsze
wyszukiwanie?

Posortowanie



Bardziej efektywne wyszukiwanie?

Algorytmy i
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Danych

Jaka dodatkowa wfasnos$¢ ciaggu mogtaby umozliwi¢ szybsze
wyszukiwanie?

Posortowanie

Uporzadkowanie wartosci ciagu wejsciowego (np. od
najmniejszej do najwiekszej)

Zmienimy wiec nieco specyfikacje problemu, zeby opracowac
bardziej efektywne algorytmy.



Wyszukiwanie w ciggu posortowanym
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g Zmodyfikowana specyfikacja problemu:

Input: S - ciag niemalejaco posortowanych (tzn. moga byé¢
powtarzajace sie wartosci) liczb catkowitych (indeksowanych od
0); len - naturalna liczba bedaca dtugoscia ciagu S; key (klucz)
- wyszukiwana liczba catkowita

Posortowanie

Output: indeks (liczba naturalna mniejsza od len), pod ktéra w
ciagu S znajduje sie liczba key albo -1 jesli klucz jest nieobecny
w S.

Przy tak zmienionej specyfikacji (uporzadkowanie ciagu
wejsciowego) mozna pokusi¢ sie o algortymy o pesymistyczne;
ztozonosci czasowej lepszej niz W (len) = len.
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Algortym
skokéw

Algortym skokéw co k; idea i analiza

Jesli cigg wejsciowy jest posortowany, to mozliwe jest
wyszukiwanie poprzez sprawdzanie co k-tego indeksu (pomijajac
k-1 elementéw podczas kazdego “skoku™). W przypadku
znalezienia pierwszego elementu wiekszego od wyszukiwanego
klucza, wystarczy sprawdzi¢ jedynie ostatnio “przeskoczone” k-1
elementéw.

Zauwazmy, ze dla len — oo taki algorytm jest w przecietnym przypadku
asymptotycznie k razy szybszy w przecietnym przypadku niz “normalny”
algorytm sekwencyjny (dla niewielkich wartosci k).

Réwniez, przy odpowiednim doborze k', pesymistyczna ztozonosé czasowa
tego algorytmu jest odpowiednio nizsza: W(len) = % - ©(len), a wiec tez k
razy szybciej niz sekwencyjnego.

Jest wiec poprawa. Jednak wciaz jest to ztozonosc¢ liniowa, czyli o tym
samym rzedzie ztozonoSci (czyli jesli dane wzrosng x razy, algorytm bedzie
dziatat x razy dtuzej, etc.).

Czy mozliwe jest uzyskanie nizszej niz liniowa ztozonosci czasowej?

l¢wiczenie: udowodni¢, ze zachodzi to dla k = Vfen



Algorytm Wyszukiwania Binarnego - idea

Algorytmy | Przyktad zastosowania “dziel i rzadz” w wyszukiwaniu.
truktury

Danych search(S, len, key)

(wciaz zaktadamy tu, ze ciag wejsciowy jest posortowany niemalejaco)

Algorytm wyszukiwania binarnego:
dopéki dtugosc ciggu jest dodatnia:
poréwnaj klucz ze srodkowym elementem ciagu
Biaane " jesli jest réwnosé, to zwré¢ wynik (biezacy indeks)
jesli jest nizszy niz element - ogranicz dalsze poszukiwania
tylko do lewego podciggu (na lewo od biezacego indeksu)
jesli jest wyzszy niz element - ogranicz dalsze poszukiwania
tylko do prawego podciagu (na prawo od biezacego
indeksu)
A wré¢ do kroku 1

jesli dtugosé ciagu spadta do zera, to nie ma klucza w ciggu



Kod algorytmu wyszukiwania binarnego

Algorytmy i

Struktury search(S, len, key){
Danych

1=0
r = len - 1

while(l <= r){
m=(1+1)/2
if(S[m] == key) return m
else
Wyszukiwanie if(S[m] > key) r =m - 1
Binarne else 1 =m + 1

return -1

}

Uwaga: zaktada sie, ze caty cigg miesci sie w szybkiej pamieci
RAM (ang. random access memory), czyli pamieci o dostepie
swobodnym, czyli, ze sprawdzenie dowolnego indeksu S[m] ma
czas staty (jest szybkie) i nie zalezy od m.



Analiza algorytmu wyszukiwania binarnego

Al tmy i H . A 1
teall  rozmiar danych: dtugos¢ ciagu - len

ey operacja dominujaca: poréwnanie - (S[m]==key)
i (zaktadamy, ze caty ciag jest w RAM)

Zauwazmy, ze z kazda iteracja biezacy ciag staje sie 2 razy
krétszy. Algorytm zatrzymuje sie, gdy dtugosé biezacego ciagu
spadnie do 0 (lub wczesniej znajdziemy klucz).

Wyszukiwanie

Binarne W(/en) = e(/0g2(/en))
A(len) = ©(loga(len))
S(len) = O(1)

(zatozenie o pamieci RAM jest istotne dla faktu, ze kazda operacja S(m)==key
ma czas staty, w przeciwienstwie do sytuacji, gdyby np. dane byty na “wolnym”
dysku)



Statystyki pozycyjne
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K-ta statystyka pozycyjna w ciggu to po prostu k-ty najmniejszy
(lub najwiekszy) element w tym ciagu.

Przyktad: szukanie minimum jest szczegdlnym przypadkiem, dla
k=1

W przypadku, gdy ciag jest posortowany zadanie bytoby
trywialne: wynik bytby po prostu na k-tej pozycji
posortowanego ciagu.

Statystyki
pozycyjne

Dlatego, w dalszej czesci tego wyktadu powrécimy znowu do
wersji wyszukiwania dla ciggéw nieuporzadkowanych.



Wyszukiwanie 2-giego najmniejszego elementu w

ciagu nieuporzadkowanym

Algorytmy i
Struktury
Danych Second(s, len)

(uwaga: nie ma juz zatozenia o uporzadkowaniu ciggu wejsciowego, ale dla

uproszczenia zaktadamy, ze wszystkie elementy sa rézne)

Input: S - ciag liczb catkowitych; len - dtugosé ciagu
Output: drugi najmniejszy element w ciagu S

Statystykd Rozmiar danych: len; operacja dominujaca: poréwnanie

Rozwiazanie proste: znajdz minimum, usun je z ciagu, i znajdz
ponownie minimum (wymaga 2 - len — 1 poréwnan)



Wyszukiwanie 2-giego najmniejszego elementu w

ciagu nieuporzadkowanym

Algorytmy i
Struktury
Danych Second(s, len)

(uwaga: nie ma juz zatozenia o uporzadkowaniu ciggu wejsciowego, ale dla

uproszczenia zaktadamy, ze wszystkie elementy sa rézne)
Input: S - ciag liczb catkowitych; len - dtugosé ciagu
Output: drugi najmniejszy element w ciagu S

Statystyki Rozmiar danych: len; operacja dominujaca: poréwnanie

pozycyjne

Rozwiazanie proste: znajdz minimum, usun je z ciagu, i znajdz
ponownie minimum (wymaga 2 - len — 1 poréwnan)

Jak zrobi¢ to uzywajac mniejszej liczby poréwnan?
(z mniejsza ztozonoscig czasowa)



Algorytm “turniejowy” - idea

Al t i . I . . -1
Sl Zastosujmy regute “dziel i rzadz'™:

Spéjrzmy na ten problem jak na “turniej” rozgrywany przez
elementy ciagu.

W kazdej fazie turnieju biezacy zbiér elementéw jest dzielony
jest na pary elementéw, ktére rozgrywaja “gre”: mniejszy
element “wygrywa” i przechodzi do nastepnej fazy turnieju. W
ten sposéb w kazdej fazie pozostaje tylko ok. potowy
elementéw z poprzedniej fazy, dopdki nie pozostanie jeden
Turniel element (“zwyciezca") - jest to najmniejszy element w ciggu.

Gdzie jest 2-gi najmniejszy element? (ktérego szukamy)



Algorytm “turniejowy” - idea

Al t i . I . . -1
Sl Zastosujmy regute “dziel i rzadz'™:

Danyeh Spéjrzmy na ten problem jak na “turniej” rozgrywany przez
elementy ciagu.

W kazdej fazie turnieju biezacy zbiér elementéw jest dzielony
jest na pary elementéw, ktére rozgrywaja “gre”: mniejszy
element “wygrywa” i przechodzi do nastepnej fazy turnieju. W
ten sposéb w kazdej fazie pozostaje tylko ok. potowy
elementéw z poprzedniej fazy, dopdki nie pozostanie jeden
Turniel element (“zwyciezca") - jest to najmniejszy element w ciggu.

Gdzie jest 2-gi najmniejszy element? (ktérego szukamy)

Odpowiedz: pomiedzy elementami, ktére graty (i przegraty) ze
“zwyciezca” (tylko z nim mdgt przegrac). Wystarczy wiec w
drugiej fazie przeszuka¢ te elementy aby znalez¢ wynik.



Analiza algorytmu turniejowego

Algorytmy i .. . ) . . .
Struktury Turniej moze by¢ naturalnie przedstawiony w postaci drzewa

Danyeh binarnego, gdzie na najnizszym poziomie (liscie) sa wszystkie
elementy oryginalnego ciagu a na gérze (korzen) jest zwyciezca.
Kazdy poziom odpowiada kolejnej fazie turnieju. lle jest pozioméw
(jako funkcja len)?

Turniej



Analiza algorytmu turniejowego

Algorytmy i .. . ) . . .
Struktury Turniej moze by¢ naturalnie przedstawiony w postaci drzewa

Danyeh binarnego, gdzie na najnizszym poziomie (liscie) sa wszystkie
elementy oryginalnego ciagu a na gérze (korzen) jest zwyciezca.
Kazdy poziom odpowiada kolejnej fazie turnieju. lle jest pozioméw
(jako funkcja len)?

@(Iogz(len)) (bo kazdy poziom zawiera 2 razy mniej elementéw niz nizszy)

Rozmiar danych: len
Operacja dominujaca: poréwnanie miedzy 2 elementami

lle jest wszystkich poréwnan w pierwszej fazie turnieju?

Turniej



Analiza algorytmu turniejowego

Algorytmy i .. . ) . . .
Struktury Turniej moze by¢ naturalnie przedstawiony w postaci drzewa

Danyeh binarnego, gdzie na najnizszym poziomie (liscie) sa wszystkie
elementy oryginalnego ciagu a na gérze (korzen) jest zwyciezca.
Kazdy poziom odpowiada kolejnej fazie turnieju. lle jest pozioméw
(jako funkcja len)?

@(Iogz(len)) (bo kazdy poziom zawiera 2 razy mniej elementéw niz nizszy)

Rozmiar danych: len
Operacja dominujaca: poréwnanie miedzy 2 elementami

lle jest wszystkich poréwnan w pierwszej fazie turnieju?
len-1 (dlaczego?)

Turniej



Analiza algorytmu turniejowego

Algorytmy i .. . ) . . .
Struktury Turniej moze by¢ naturalnie przedstawiony w postaci drzewa

Danyeh binarnego, gdzie na najnizszym poziomie (liscie) sa wszystkie
elementy oryginalnego ciagu a na gérze (korzen) jest zwyciezca.
Kazdy poziom odpowiada kolejnej fazie turnieju. lle jest pozioméw
(jako funkcja len)?

@(Iogz(len)) (bo kazdy poziom zawiera 2 razy mniej elementéw niz nizszy)

Rozmiar danych: len
Operacja dominujaca: poréwnanie miedzy 2 elementami

lle jest wszystkich poréwnan w pierwszej fazie turnieju?
e len-1 (dlaczego?) (bo z kazdym poréwnaniem odpada doktadnie
jeden element, a na koncu zostaje 1 element)

W drugiej fazie nalezy jeszcze wyszuka¢ najmniejszy element sposréd
tych, ktére przegraty ze zwyciezca (jest ich tyle ile pozioméw turnieju)
Ostatecznie: W(len) = len — 1 4 ©(loga(len)) - jest to wiec
asymptotycznie 2 razy szybciej niz dwukrotne szukanie minimum.



K-ta statystyka pozycyjna - Algorytm Hoare'a (idea)

Algorytmy i
Struktury

Danych kthSmallest (S, len, k)

(nic nie zaktadamy o ciggu S, moze by¢ nieuporzadkowany)

Input: S - ciag liczb catkowitych; len - dtugos¢ ciagu; k - liczba
naturalna dodatnia (k <= len) (

Output: element s, ktéry jest k-tym najmniejszym elementem
w ciagu S

Rozwiazanie naiwne: k razy wyszukujemy element minimalny
oznacza to ok. k - len poréwnan.

K-ty element

Jednak zadanie moze by¢ znowu rozwigzane efektywniej za
pomoca podejscia “dziel i rzadz"



Procedura Partition
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Przedstawimy teraz pewna pomocnicza procedure:
partition(S, 1, r)

input: S - ciagg liczb catkowitych; |, r - lewy i prawy skrajny
indeks aktualnie przetwarzanego podciagu ciggu S.

output: i - finalna pozycja elementu “medianowego” (opis
ponizej)

Dziatanie procedury: bierze dowolny (pierwszy) element ciagu
m, i przestawia wszystkie elementy ciagu tak, ze wszystkie
elementy na lewo od elementu m s3 niewiecksze (ale
niekoniecznie posortowane) od niego a na prawo niemniejsze.
Zwraca ostateczng pozycje i elementu m.

Partition



Wykorzystanie procedury Partition

Algorytmy i
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Uwaga: dzieki powyzszej specyfikacji, jesli zwrécony indeks
wynositby doktadnie k, to musi on zawiera¢ k-ty najmniejszy
element ciggu. (zatézmy dla uproszczenia, ze indeksujemy ciag
od 0)

Jesli natomiast indeks i jest mniejszy od k, to nalezy powtdrzyc
dziatanie partition na czesci podciagu na prawo od i a w
przeciwnym wypadku na lewo od i (“dziel i rzadz").

Jest to nieco podobny pomyst do wyszukiwania binarnego, ale
tym razem i nie musi byé (i rzadko jest) doktadnie w potowie

ciagu.

Partition



Analiza procedury partition

Algorytmy i
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Kod procedury podany bedzie w innym wyktadzie (przy okazji
algorytmu QuickSort, gdzie réwniez jest wykorzystywana).
Natomiast wazne jest, ze przy zatozeniach:

m Operacja dominujaca: poréwnanie 2 elementéw

m Rozmiar danych: dtugos¢ oryginalnego ciggu

n=(r—1+1)

Procedura partition moze byé nietrudno zaprojektowana ze
ztozonoscig W(n) = n+ O(1) (i S(n) = O(1))

Partition



Algorytm Hoare'a

Al i . . . . .. .
Seraktury (szybkie znajdowanie k-tego najmniejszego elementu w ciagu)

Danych

m wykonaj partition na ciagu

m jesli zwrécony indeks i jest réwny k, to koniec (zwréé:
S[A])

m w przeciwnym wypadku kontynuuj, na podciggu na lewo
lub prawo (w zaleznosci od poréwnania i z k) od wartosci
k, dopoki zwrécony indeks nie wyniesie doktadnie k

Dzieki liniowej ztozonosci procedury partition, przecietna
ztozonos¢ algorytmu Hoare'a jest liniowa (©(n)) niezaleznie
Remam od wartosci k.

Uwaga: procedura partition ma jeszcze wazniejsze zastosowanie
w innym algorytmie: sortowania szybkiego (QuickSort),
omawianym w innym wyktadzie.



Przyktadowe pytania/problemy:

As'ffjﬁﬂ,",yyi m podaj specyfikacje problemu wyszukiwania klucza w ciagu

m algorytm skokéw co k: podaj specyfikacje, opisz dziatanie,
dokonaj analizy poprawnosci i ztozonosci czasowej i
zasymuluj jego dziatanie na danych wejsciowych

m algorytm wyszukiwania binarnego: podaj specyfikacje,
opisz dziatanie, napisz z pamieci kod (wersja z wyktadu),
dokonaj analizy poprawnosci i ztozonosci, zasymuluj
dziatanie na danych wejsciowych.

m co to jest statystyka pozycyjna?

m algorytm turniejowy: specyfikacja, opis dziatania, analiza
ztozonosci

m podaj specyfikacje i ztozonos¢ czasowy procedury Partition

Podsumowanidg

m opisz idee algorytmu Hoare'a.
m dlaczego algorytm Hoare’a ma kwadratowa pesymistyczna
ztozono$¢ czasowa?



Algorytmy i
Struktury

Danych

Dziekuje za uwage

Podsumowanidg
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