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Rekurencja

Algorytmy i . . . .
Struktury Rekurencja ma kilka aspektéw, m.in. matematyczny,

algorytmiczny i programistyczny

m matematyczny: rekurencyjne definicje (takie, pojecie
definiowane jest przez odwotanie do samego siebie).
Niezbedna czescia definicji rekurencyjnej jest tzw.
przypadek bazowy.

m Algorytmy: rekurencja ma tu odzwierciedlenie w potezne;
technice projektowania algorytmdw “dziel i zwyciezaj”,
gdzie rozwigzanie problemu definiuje sie w oparciu o
rozwigzanie (mniejszych) podprobleméw tego samego typu

m Programowanie: rekurencja (zwana tez rekursja) jest
naturalna technikg implementacji algorytmoéw
rekurencyjnych, czyli funkeji, ktére wywotuja same siebie
(dla mniejszych argumentéw).



Przyktad: matematyczna definicja pojecia silni

Algorytmy i
Struktury
Danych

Dla liczby naturalnej n € N silnia, oznaczana n! zdefiniowana
jest jako iloczyn wszystkich kolejnych dodatnich liczb
naturalnych niewiekszych od n: n! = nx(n—1)%(n—2)%...x1
(oraz przyjmuje sie, ze 0! = 1)

Definicje te mozna tez poda¢ w formie rekurencyjnej:
nl=(n-1)-n

przypadek bazowy:

ol=1

Zauwazmy, ze bez podania przypadku bazowego, powyzsza definicja
bytaby wadliwa, rozwijajac sie w nieskoficzono$é, np.: 21 =11.2 =
01-1-2=(-1)I0 1-2, etc...



Przyktad 2: ciag liczb Fibonacciego

Algorytmy i
Struktury

Przypadek bazowy:

Fibonacci(0) = 0
Fibonacci FlbonaCCI(l) = 1

definicja rekurencyjna:
Fibonacci(n+1) = Fibonacci(n) + Fibonacci(n-1)

Pierwsze 10 wartosci:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...



Rekurencja jako narzedzie projektowania algorytmaéw

Algorytmy i
Struktury

Jest to czesto uzywane podejscie do projektowania algorytméw,
przyktady: MergeSort, QuickSort i wiele innych.

Niektére algorytmy trudno bytoby inaczej zaprojektowaé niz
Fibonacci rekurencyjnie (np. algorytm rozwigzujacy problem “wiez Hanoi”
przedstawiony na kolejnych slajdach).

Matematyczne definicje rekurencyjne stanowia w zasadzie
gotowa recepte algorytmu rekurencyjnego.

Stosujac rekurencje nalezy jednak bra¢ pod uwage wynikajacy z
niej koszt pamieciowy (masowe wywotywanie funkcji). Z tego
powodu rekurencji powinno sie unika¢ o ile to mozliwe i jesli nie
komplikuje to bardzo algorytmu.



Przyktad: liczby Fibonacciego

Rwmeal  Korzystajac z rekurencyjnej definicji, napiszmy rekurencyjny

Danych algorytm Ob|iczajacy n-ta |iCZbQ Fibonacciego:

fibonacci(n){
if (n < 2) return n;

else return (fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2));
Fibonacci }

| gotowe!

Jest jednak problem: jaki?

Co sie stanie, gdy zaimplementujemy i wywotamy np.
fibonacci(50)?



Algorytmy i
Struktury

Fibonacci

Przyktad: liczby Fibonacciego

Korzystajac z rekurencyjnej definicji, napiszmy rekurencyjny
algorytm obliczajacy n-ta liczbe Fibonacciego:

fibonacci(n){
if (n < 2) return n;
else return (fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2));

| gotowe!

Jest jednak problem: jaki?

Co sie stanie, gdy zaimplementujemy i wywotamy np.
fibonacci(50)?

Dokfadniejsza analiza zachowania tego algorytmu pokazuje, ze liczba wywotan
rekurencyjnych jest tu wykfadnicza funkcja liczby n. Algorytm ten bedzie wiec
dziatat zaskakujaco wolno (i moze nawet zabraknaé pamieci na wywotania funkcji
dla wiekszych wartosci n).

Aby zaprojektowaé bardziej efektywny algorytm, potrzeba nierekurencyjnego

wzoru na n-t3 liczbe Fibonacciego.



Przyktad: rekurencyjne réwnania liniowe 2-rzedu

Algorytmy i
Strukt . . . ., . . L, .
Danych’ Istnieje wiele twierdzen pozwalajacych rozwigzywaé réwnania

rekurencyjne.

Uwaga: Przez rozwiazanie réwnania rekurencyjnego rozumiemy
podanie nierekurencyjnego wzoru na n-ty wyraz danego ciggu.

Liniowe 2.
rzedu

Rekurencyjne réwnanie na n-ty wyraz ciggu Fibonacciego ma
postac funkgji liniowej i odwotuje sie wstecz do dwdch
poprzednich wyrazéw ciagu:

Fibonacci(n) = Fibonacci(n-1) 4+ Fibonacci(n-2)

Réwnanie to jest szczegdlnym przypadkiemy liniowego
réwnanania rekurencyjnego 2-giego rzedu.



Twierdzenie o rekurencyjnych liniowych réwnaniach

2-go rzedu

Algoryemy i Jesli réwnanie rekurencyjne ma ponizsza ogélng postac:
truktury
Danych

Sp = asp—1 + bsp_2

to rozwigzujac pewne pomocnicze tzw réwnanie
charakterystyczne: x?> — ax — b =0,

P w zaleznosci od liczby jego pierwiastkéw otrzymujemy
rzedu nastepujace rozwiazanie nierekurencyjne:

istnieje 1 pierwiastek r: s, = ¢1r" + cpnr”
istniejg 2 pierwiastki ri, r: s, = c1rf! + cory

gdzie state ¢, ¢ mozna znale$¢ podstawiajac wartosci bazowe
(dan=0in=1)

Nie podamy dowodu tego twierdzenia.

Oczywiscie istnieja tez inne twierdzenia dla innych typow
réwnan rekurencyjnych.



Przyktad zastosowania twierdzenia

Al gy | Poniewaz réwnanie Fibonacciego ma wtasnie postaé
truktury . . e . . . .

rekurencyjnego réwnania liniowego 2-go rzedu, wiec mozna uzyc
twierdzenia do jego rozwiazania:

Stosujac twierdzenie, zauwazamy, ze wspétczynniki wynosza
a=1,b=1:

Liniowe 2. Fibonacci(n) = 1- Fibonacci(n-1) + 1- Fibonacci(n-2)

rzedu

Rozwigzujac réwnanie charakterystyczne otrzymujemy:

Fibonacci(n) = %((Hz\/g)n - (172\/5)")

Jest to bezposredni (nierekurencyjny) wzér na n-ty wyraz ciagu
Fibonacciego!

(tzw. “wzér Bineta”)

Korzystajac z niego mozemy juz obliczy¢:

Fibonacci(50) =



Przyktad zastosowania twierdzenia

Al gy | Poniewaz réwnanie Fibonacciego ma wtasnie postaé
truktury . . . . . . . .
Danych rekurencyjnego réwnania liniowego 2-go rzedu, wiec mozna uzyc

twierdzenia do jego rozwiazania:

Stosujac twierdzenie, zauwazamy, ze wspétczynniki wynosza
a=1,b=1:

Liniowe 2. Fibonacci(n) = 1- Fibonacci(n-1) + 1- Fibonacci(n-2)

rzedu

Rozwigzujac réwnanie charakterystyczne otrzymujemy:

Fibonacci(n) = %((Hz\/g)n - (172\/5)")

Jest to bezposredni (nierekurencyjny) wzér na n-ty wyraz ciagu
Fibonacciego!

(tzw. “wzér Bineta”)

Korzystajac z niego mozemy juz obliczy¢:

Fibonacci(50) = 12 586 269 025

(ciag Fibonacciego ro$nie wyktadniczo szybko!)



Przyktad: zagadka “wieze Hanoi”

Algorytmy i
Struktury

Jak widzielismy na przyktadzie liczb Fibonacciego, algorytm
rekurencyjny czesto nie jest efektywnym rozwigzaniem réwnania
rekurencyjnego (tu lepsze byto rozwigzanie réwnania
rekurencyjnego do wzoru bezposredniego)

Dla wielu jednak probleméw algorytm rekurencyjny jest

Wieze Hanoi przynajmniej jedynym naturalnym sposobem ujecia rozwigzania,
i ciezko rozpoczaé rozwigzywanie problemu bez sformutowania
rekurencyjnego.

Przyktadem jest np. zagadka “wieze Hanoi", dla ktérej jedyne
tatwe rozwiazanie daje sie sformutowaé w formie réwnania
rekurencyjnego.



Algorytmy i
Struktury
Danych

Wieze Hanoi

Wieze Hanoi

Mamy n krazkéw, kazdy o innym rozmiarze, nawleczonych jeden
na drugim na pionowym poczatkowym drazku A, od
najwiekszego (na dole) do najmniejszego (na goérze).

Celem jest przeniesienie wszystkich krazkéw na docelowy
drazek C po jednym w kazdym ruchu, ale tak, ze w kazdym
ruchu mozemy wzig¢ tylko 1 krazek z wierzchu dowolnego
drazka i nigdy nie mozna ktas¢ wiekszego krazka nad mniejszym.
W catej operacji mamy tez do dyspozycji pomocniczy drazek
B (po kazdym ruchu na kazdym drazku moze by¢ dowolnie
wiele krazkéw, ale znowu, nigdy wieksze nad mniejszymi)

1) lle minimalnie ruchéw nalezy wykonac¢, aby przeniesé
wszystkie n krazkéw z A na C? (oznaczmy minimalna liczbe
ruchéw przez hanoi(n))

2) Jakie doktadnie ruchy nalezy wykona¢?



Wieze Hanoi, c.d.

Algorytmy i
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Danych

lle wynosi:
hanoi(0) =

Wieze Hanoi



Wieze Hanoi, c.d.

Algorytmy i
Struktury
Danych

lle wynosi:
hanoi(0) = 0
hanoi(1) =

Wieze Hanoi



Wieze Hanoi, c.d.

Algorytmy i
Struktury
Danych

lle wynosi:

hanoi(0) = 0
hanoi(1) = 1
hanoi(2) =

Wieze Hanoi



Wieze Hanoi, c.d.

Algorytmy i
Struktury
Danych

lle wynosi:

hanoi(0) = 0

hanoi(1) = 1

hanoi(2) = 3 (tu musimy juz skorzysta¢ z pomocniczego drazka)
Wieze Hanoi .

hanoi(10) = 7

Celem jest znalezienie ogélnego wzoru dla dowolnego n.



Wieze Hanoi: liczba ruchéw

Algorytmy i
Struktury
Danych

Jak zdefiniowaé rozwiazanie dla n krazkéw w oparciu o
rozwigzanie dla n-1 krazkéw (czyli rekurencyjnie, wg zasady
“dziel i zwyciezaj")?

Wieze Hanoi



Wieze Hanoi: liczba ruchéw

Algorytmy i
Struktury
Danych

Jak zdefiniowaé rozwiazanie dla n krazkéw w oparciu o
rozwigzanie dla n-1 krazkéw (czyli rekurencyjnie, wg zasady
“dziel i zwyciezaj")?

Jesli mamy 1 krazek (n=1), to przenosimy go jednym ruchem z
drazka A na drazek C.

Wieze Hanoi

jesli na drazku startowym jest n>1 krazkdéw to zauwazmy, ze
jesli umiemy przenie$¢ (za pomoca pewnej liczby ruchéw)
wierzchnie n-1 krazkéw na drazek pomocniczny, to mozemy
potem przenie$¢ najnizszy (odstoniety) krazek ze startowego na
docelowy i na koncu znowu n-1 krazkéw z pomocniczego na
docelowy.



Rozwiazanie rekurencyjne dla hanoi(n)

Algorytmy i
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Danych

Daje to w prosty sposéw rekurencyjne réwnanie na liczbe
ruchéw:

warunek bazowy:
Wieze Hanoi han0|(1) = 1
réwnanie rekurencyjne:

hanoi(n) = hanoi(n-1) + 1 4+ hanoi(n-1) = 2*hanoi(n-1) + 1



Rozwigzanie réwnania rekurencyjnego dla wiez Hanoi

Algorytmy i
Struktury . “ .. . "
Danych Zastosujemy prosta metode tzw. “rozwijania sumy’:

hanoi(n) = 2% hanoi(n —1)+1 =
2% (2% hanoi(n —2) +1)+1=...=Y 712 =27 1

Mamy wiec gotowy nierekurencyjny wzér na liczbe ruchéw!

hanoi(10) = 21 — 1 = 1023
(funkcja ta rosnie jeszcze szybciej niz liczby Fibonacciego!)

Wieze Hanoi

Uwaga: W tym zadaniu wyznaczenie wzoru na liczbe ruchéw
mozliwe byto dzieki rekurencyjnemu ujeciu problemu.

(pozostawiamy dla zainteresowanych jako nieobowiazkowe, ale ciekawe ¢wiczenie,
napisanie programu wypisujacego liste ruchéw, ktére nalezy wykonaé dla n

krazkéw!)



Zalety i wady stosowania rekurencji

Algorytmy i

Struktury 1 .
crien Podsumujmy:

m rekurencja pozwala fatwo napisac algorytm korzystajac z
rekurencyjnego réwnania lub rekurencyjnej definicji
jakiegos pojecia

m rekurencja jest czasami bardzo naturalnym $rodkiem do
rozwigzania pozornie skomplikowanych problemdéw

Wieze Hanof m algorytm rekurencyjny moze by¢ nieefektywny (zaréwno
czasowo jak i pamieciowo - stos wywotan rekurencyjnych
funkgji)

m jesli to mozliwe, nalezy zamieni¢ definicje rekurencyjng na
nierekurencyjna i w ten sposéb na koncu unikna¢
rekurencyjnego algorytmu, o ile nie komplikuje to bardzo
algorytmu




Czesto spotykane przypadki rekurencyjne

Algorytmy i
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Przedstawimy teraz pewne 3 czesto spotykane przypadki
réwnan rekurencyjnych (z rozwigzaniami), ktére powstaja w
rezultacie analizy ztozonosci czasowej algorytméw.

Ich znajomos¢ jest przydatna do obliczenia rzedu ztozonosci
czasowe] czesto spotykanych schematdw algorytméw.

W ponizszych przyktadach wyobrazmy sobie, ze t(n) oznacza

Wazne 3 s sz H
ztozo$¢ czasowy pewnego algorytmu dla danych o rozmiarze n.

przypadki
W dowodach 3 ponizszych przypadkéw zaktadamy (dla prostoty
dowodu), ze n jest doktadna potega 2, ale uzyskane wyniki
mozna uog6lni¢ na dowolne wartosci n dla typowo spotykanych
funkcji ztozonosci czasowej t().



Przypadek 1

Algorytmy i t(]_) = 0

Sg::;:,:y (interpretacja: dla danych 1-elementowych nie ma specjalnie nic do zrobienia)
t(n) = t(n/2) 4+ ¢; n>1, c € N jest stata dodatniag

(interpretacja: dla danych o rozmiarze wiekszych niz 1, mozna rozwigzac problem

przez rozwiazanie podproblemu potowe (n/2) mniejszego przy statym (c)

dodatkowym narzucie pracy)

(n/2 oznacza |(n/2)] lub [(n/2)7)

Rozwiazanie:

podstawmy dla wygody rachunkéw n = 2% i zastosujmy rozwijanie do

Wazne 3 sumy:

przypadki

t(25) = t(2" ) + c = t(2"72) + c + ¢ = t(2°) + kc = kc = clog(n)

rozwigzanie: t(n) = c(log(n)) = ©(log(n)), czyli logarytmiczna
ztozono$¢ czasowa

Przyktad algorytmu spetniajacego ten schemat?
rekurencyjna wersja binSearch



Przypadek 2

Algorytmy i

ST (1) = 0
t(n) = t([(n/2)]) + t([(n/2)]) + ¢; n>0, c € N jest staty

dodatnia.

(interpretacja: rozwiazanie problemu mozna otrzymaé poprzez rozwigzanie dwéch
podprobleméw potowe mniejszych przy statym narzucie dodatkowej pracy)

Rozwigzanie (znowu podstawmy dla wygody obliczei n = 2%):

t(2%) = 2t(2571) + ¢ = 2(2t(252) + ¢) + ¢ = 22(¢(2k2)) + 21 +
Wasne 3 20c = 2k¢(20) (k"1 42k2 4 420 =0+ c(2k—1) =c(n—1)

przypadki

rozwigzanie: t(n) = c(n—1) = O(n)
(Liniowa ztozonos$¢ czasowa)

Przyktad algorytmu spetniajacego ten schemat?



Przypadek 2

Algorytmy i

ST (1) = 0
t(n) = t([(n/2)]) + t([(n/2)]) + ¢; n>0, c € N jest staty

dodatnia.

(interpretacja: rozwiazanie problemu mozna otrzymaé poprzez rozwigzanie dwéch
podprobleméw potowe mniejszych przy statym narzucie dodatkowej pracy)

Rozwigzanie (znowu podstawmy dla wygody obliczei n = 2%):

t(2%) = 2t(2571) + ¢ = 2(2t(252) + ¢) + ¢ = 22(¢(2k2)) + 21 +
Wasne 3 20c = 2k¢(20) (k"1 42k2 4 420 =0+ c(2k—1) =c(n—1)

przypadki

rozwigzanie: t(n) = c(n—1) = O(n)

(Liniowa ztozonos$¢ czasowa)

Przyktad algorytmu spetniajacego ten schemat?

np. rekurencyjne wyszukiwanie maksimum w ciagu n elementéw (rekurencyjnie

wyszukaj w lewej i prawej potowie ciggu i zwréé wiekszy z wynikéw)



Przypadek 3

Algorytmy i
Struktury
Danych

t(1)=0
t(n) = t([(n/2)]) + t([(n/2)]) + cn; n>0, ¢ € N jest stala
interpretacja: Rozwigzaé problem mozna przez rozwigzanie dwéch podprobleméw
potowe mniejszych i przy dodatkowym liniowym (n) narzucie pracy.

Rozwiazanie (podstawmy n = 2k):

t(2K) = 2¢(2k—1) + c2k = 2(2¢(2K2) + 2k~ 1) + 2k =

22¢(2K=2) 4 2k 4 c2k = 2k¢(20) + ke2k = 0 + cnlog(n)
Wazne 3
przypadki

rozwigzanie: cn(log(n)) = ©(nlog(n))
(Ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna)

przyktad algorytmu spetniajacego ten schemat?:



Przypadek 3

Algorytmy i
Struktury
Danych

t(1)=0
t(n) = t([(n/2)]) + t([(n/2)]) + cn; n>0, ¢ € N jest stala
interpretacja: Rozwigzaé problem mozna przez rozwigzanie dwéch podprobleméw
potowe mniejszych i przy dodatkowym liniowym (n) narzucie pracy.

Rozwiazanie (podstawmy n = 2k):

t(2k) = 2t(2k 1) 4 2k = 2(2t(2Kk2) 4 2k~ 1) 4 2k =
22¢(2K=2) 4 2k 4 c2k = 2k¢(20) + ke2k = 0 + cnlog(n)
Wazne 3
przypadki

rozwigzanie: cn(log(n)) = ©(nlog(n))
(Ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna)

przyktad algorytmu spetniajacego ten schemat?:
mergeSort



Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Algorytmy i . . .. .
Struktury Podamy teraz potezne narzedzie opisujace uniwersalng metode

Danyeh rozwigzywania rekurencyjnych réwnan, ktére wyrazaja np. funkcje
ztozonosci czasowej T(n) wielu typéw rekurencyjnych algorytméw
typu “dziel i zwyciezaj", w ktérych rekurencyjnie rozwiazuje sie a
podprobleméw kazdy o rozmiarze b razy mniejszym od oryginalnego

przy dodatkowym narzucie pracy wyrazonym przez ogélnie dang
funkcje f(n).

Dokfadniej, twierdzenie méwi jakie jest rozwigzanie réwnania
rekurencyjnego postaci:

o rerurenci T(n) = aT(n/b)+ f(n)

uniwersalnej

gdzie a > 1,b > 1 pewne state, f(n) jest asymptotycznie dodatnia

Np. funkcja ztozonosci mergeSort jest jego szczegdlnym przypadkiem
dlaa=2,b=2,f(n)=0(n)



Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

CELN  Zatézmy, ze funkcja T(n) : N — R jest rekurencyjnie

Struktury .. .
Danych zdefiniowana nastepujaco:

T(n)=aT(n/b) + f(n)

gdzie a > 1, b > 1: state, n/b oznacza [(n/b)] lub [(n/b)] oraz f(n): R — R
jest asymptotycznie dodatnia

Wtedy T (n) moze byé asymptotycznie wyrazona w zaleznosci od 3
przypadkéw jako:

jesli f(n) = O(n'°8+3=¢) dla pewnego ¢ > 0,
wtedy: T(n) = O(n'o8s?)

Twierdzenie jesli f(n) = ©(n'°8s2), wtedy: T(n) = ©(n'8s?log(n))

o rekurencji
uniwersalnej

jesli f(n) = Q(n'°8s3+¢ dla pewnego € > 0, 1,
wtedy: T(n) = ©(f(n))

(Dowéd: Cormen et al. “Wprowadzenie do algorytméw” rozdziat 4.4)

1i jesli dodatkowo zatozymy, ze af(n/b) < cf(n) dla pewnego ¢ < 1 (tzw.
“warunek regularnosci”)



Interpretacja twierdzenia

Al t i . . . . .
oAl Twierdzenie poréwnuje rzad funkcji narzutu f(n) z rzedem

Panyeh pomocniczego wyrazenia n%852 i méwi, ze wyzszy z tych rzedéw
determinuje rzad ztozonosci funkcji T(n):

jesli rzad f(n) jest (nieco upraszczajac) nizszego rzedu niz
n'°8b2  to to ostatnie wyrazenie dominuje funkcje T(n)

jesli £(n) i n’°8? s tego samego rzedu, to pojawia sie
dodatkowy czynnik narzutu rzedu ©(log(n))

jesli f(n) jest (upraszczajac) wyzszego rzedu niz n'o86? (i

Twierdzenie spetnia pewien techniczny warunek), to f(n) dominuje (i

o rekurencji

uniwersalnej wyznacza) rzad catej funkeji T(n)

Uwaga: istnieja bardzo specyficzne funkcje f(n), ktdre nie spetniaja powyzszych
warunkéw i dla nich twierdzenie nie dziata, ale s3 to bardzo szczegdlne funkcje

raczej niespotykane w analizie podstawowych algorytméw.




Zadania/Problemy:

Algorytmy i
Struktury
Danych

wymien pozytywne i negatywne aspekty zastosowania rekurencji w
projektowaniu algorytmoéw

m podaj rekurencyjna definicje liczb Fibonacciego i kilka pierwszych wyrazéw
m podaj sekwencje ruchéw dla zagadki Hanoi Towers dla n=3 i n=4

m zastosuj twierdzenie o rozwigzywaniu réwnan rekurencyjnych 2-giego rzedu
do réwnania Fibonacciego

m Wymien 3 podane przypadki schematéw réwnan rekurencyjnych wraz z
przyktadami algorytméw, ktére do nich pasuja

m napisz rekurencyjna wersje algorytmu binSearch, dokonaj analizy ztozonosci
czasowej i pamieciowej i poréwnaj z wersja nierekurencyjng. Ktdra jest
lepsza? Dlaczego?

m podobnie jak wyzej, tylko dla algorytmu znajdowania minimum w tablicy n
liczb

m (*) napisz funkcje wypisujaca ciag ruchéw niezbednych dla rozwiazania
problemu wiez Hanoi dla n krazkdéw

Zadania

m zilustruj twierdzenie o rekurencji uniwersalnej do analizy algorytmu
mergeSort i do analizy rekurencyjnej wersji algorytmu binSearch



Algorytmy i

Struktury
Danych

Dzigkuje za uwage.

Zadania
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