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Definicja Kolejki Priorytetowe;

Algoryimy i Kolejka Priorytetowa (ang. Priority Queue (PQ)) to
Danych abstrakcyjna struktura danych do przetwarzania elementéw
(c) Marcin wraz z przypisanymi priorytetami (numerycznymi)
e zdefiniowana przez nastepujace operacje (interfejs):
Kolejka
prieryetons [ insert(e, p) // dodaj element e o priorytecie p do kolejki
m findMin() // // zwré¢ (bez usuwania) element o priorytecie
najpilniejszym sposréd przechowywanych obecnie w kolejce

m delMin() // //zwréé (z usuwaniem) element j.w.

Kazdy element ma przypisany priorytet - liczbe catkowita.
Interpretacja jest nastepujaca: im nizsza liczba tym wyzszy
priorytet

Czasami rozwazana jest odwrotna interpretacja: im wyzsza liczba
tym wyzszy priorytet. W takim wypadku kolejke nazywamy “typu
max’ a nazwy operacji s3 zmodyfikowane na findMax i delMax.



Kolejka vs kolejka priorytetowa?
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Kolejka
priorytetowa

Czy kolejka priorytetowa jest specjalnym rodzajem kolejki?



Kolejka vs kolejka priorytetowa?

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

Kolejka
priorytetowa

Czy kolejka priorytetowa jest specjalnym rodzajem kolejki?

Nie: bo jej zbidr operacji nie zawiera zbioru operacji kolejki (jest
to po prostu inny zbiér operacji)



Implementacje Kolejki Priorytetowe;

s Proponowano wiele, coraz bardziej efektywnych i
truktury . . . o . . .
Danych wyrafinowanych implementacji kolejki priorytetowej:
(c) Marcin

Sydow

m “naiwne” (nieefektywne) implementacje (za pomoca tablic
lub list dowiazaniowych)

m kopiec binarny (ang. Binary Heap, 1964 Williams; Floyd
1964)

m drzewo vVEB* (van Emde Boas, 1975)
m kopiec dwumianowy (ang. Binomial Heap, 1978 Vuillemin)

Implementacjd

m Pairing Heap* (1986 Fredman, Sedgewick, Sleator, Tarjan;
2000 lacono; Pettie 2005)

m kopiec Fibonacciego* (1987 Fredman, Tarjan)
“Thin Heap","Fat Heap™ (1999 Kaplan, Tarjan), etc.

* - nie omawiane w tym kursie



Implementacje “naiwne”

Algorytmy i
Struktury

truktur Jak zwykle, zaczniemy od oméwnienia bezposredniej (naiwnej)
anyc!

) e implementacji kolejki priorytetowej: za pomoca tablict. Sa 2
Sydow mozliwe warianty: trzymanie priorytetéw posortowanych i
nieposortowanych:
B priorytety nieposortowane:
insert: O(1), deleteMin: O(n), construct: O(n)
B priorytety posortowane:
insert: O(n), deleteMin: O(1): construct: O(n log(n))

Implementacjd

Jak wida¢, w obu wariantach niektére operacje maja
nieakceptowalnie wysoka ztozonos¢.

Potrzeba bardziej pomystowej implementacji, ktéra zapewni
ztozonos$¢ nizsza niz liniowa.

Yimplementacja za pomoca listy dowiazaniowej nie polepsza sytuagcji



Kopiec binarny (ang. Binary Heap)

s Kopiec binarny jest binarnym drzewem zupetnym.
Danych Priorytety (wraz z odpowiadajacymi im elementami) trzymane
() Marcin s3 w weztach drzewa, oraz zachodzi nastepujacy warunek

Sydow porzqd ku kopcai

Dla kazdego wezta, priorytet w tym wezle jest mniejszy

(pilniejszy) lub réwny, priorytetom w weztach-potomkach.
Kopiec
Binarn
’ Dodatkowa wtasnos¢: zupetno$é drzewa oznacza, ze kopiec
wypetniany jest od géry do dotu i na kazdym nowym poziomie
od lewej do prawej (tzn. pierwsze wolne miejsca to zawsze

skrajnie lewe wolne miejsca na ostatnim poziomie).

Kopiec binarny jest najprostsza znana konkretna struktura
danych, ktéra pozwala zaimplementowa¢ kolejke priorytetows
przy ztozonoSci czasowej operacji nieprzekraczajacej
logarytmiczne;.



Przyktad kopca i wtasnosci

Euall  Przyktad kopca (w weztach pokazano tylko priorytety):

Struktury

Danych °

(c) Marcin

Sydow ° °
Kopiec ° o
Binarny

Obserwacje:

m z warunku porzadku kopca wynika, ze minimalny
(najpilniejszy) priorytet jest zawsze w korzeniu kopca

m z w/w warunku wynika tez, ze priorytety na kazdej Sciezce
od korzenia do liscia stanowig cigg niemalejacy

m uwaga: priorytety na danym poziomie nie s3 posortowane

m z warunku zupetnosci wynika, ze wysokos¢ n-elementowego
kopca jest zawsze ©(log(n))



Implementacja operacji kolejki priorytetowej na
kopcu binarnym

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

hE m insert(e): dodaj nowy element e (wraz z jego priorytetem)
w pierwszym od lewej wolnym wezle x ostatniego poziomu,
a nastepnie przywré¢ porzadek kopca poczawszy od wezta
x w gore (operacja upheap)

Kopiec ™
Binarny

findMin(): zwrd¢ element e znajdujacy sie w korzeniu
kopca

m delMin(): usun element z korzenia, wstaw do korzenia
element ostatni kopca (skrajnie prawy na ostatnim
poziomie kopca) i przywré¢ porzadek kopca poczawszy od
korzenia w dé6t (operacja downheap)



Przywracanie porzadku kopca za pomocg operacji
upheap i downheap

Algorytmy i
Struktury
Danych

) e Operacje kolejki priorytetowej zaimplementowane s3 na kopcu

Sydow za pomoca 2 pomocniczych operacji wewnetrznych, ktére maja
na celu przywracanie porzadku kopca po ewentualnym jego
zaburzeniu z powodu modyfikacji w wezle x:

Kopiec m upheap(x): zaczynajac od wezta x, przywré¢ warunek

Binarny porzadku kopca podazajac w gére od x

m downheap(x): zaczynaja¢ od wezta x, przywr6¢ warunek
porzadku kopca podazajac w dét od x

Uwaga: obie operacje zaktadaja poprawnos¢ warunku kopca dla
wszystkich priorytetéw poza weztem x, ktérego priorytet
ewentualnie jako jedyny moze zakt6caé porzadek kopca.



Przyktad dziatania operacji insert

Algorytmy i H . s,
Sfmﬁuryy Dodajemy do przyktadowego kopca nowy element o priorytecie “5":

Danych
“Lrdon e

O CHCO
OO

Kopiec Przywracamy porzadek kopca operacja upheap przesuwajac
Einzny nowo-dodany element w gére do momentu az jego rodzic nie bedzie
wiekszy (lub gdy dotrzemy do korzenia)?:

Porzadek kopca zostat przywrécony.

2analogia do wstawiania w algorytmie insertionSort



Przyktad dziatania operacji deleteMin

Algorytmy i
Struktury
Danych

oryginalny kopiec (przypomnienie)
(c) Marcin

Sydow z oryginalnego kopca usuwamy korzen i zastepujemy go ostatnim
weztem w kopcu

Przywracamy porzadek kopca operacja downheap poczawszy od

korzenia zamieniajac nowo-dodany element z minimum z jego obu
ol synéw, chyba ze obaj synowie maja juz niemniejsze priorytety (lub
Binarny doszliSmy do ostatniego poziomu)



Ztozonos¢ czasowa operacji kolejki priorytetowej na
kopcu binarnym

Algorytmy i
Struktury
Danych

rozmiar danych: liczba elementéw w kopcu (n)
(¢) Marcin operacja dominujaca: poréwnanie priorytetéw)

Sydow

Zauwazmy, ze operacje wykonuja co najwyzej 1 (upheap) lub 2
(downheap) poréwnania na kazdym poziomie kopca, a wiec taczna
liczba poréwnan jest proporcjonalna co najwyzej do wysokosci kopca,
Kopiec ktéra wynosi O(log(n))

Binarny

Wobec tego ztozonosci na kopcu binarnym sa nastepujace:
m insert(x): dodaj x na dole i wykonaj upheap (O(log(n)))
m findMin(): zwré¢ korzen (O(1))

m delMin(): zastap korzen ostatnim elementem i wykonaj
downheap z korzenia (O(log(n)))



Jak zaimplementowa¢ kopiec binarny?

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow Ogolnie mozna zaimplementowa¢ kazde drzewo binarne (a wiec
i kopiec binarny) jako strukture dowigzaniowa. W przypadku
kopca kazdy wezet zawieratby: element, priorytet, oraz
wskazniki (dowigzania) do rodzica i obu synéw (NULL jesli

brak).

Tablicowa . . L L. P . .

implemen- Mozna jednak skorzysta¢ z wtasnosci zupetnosci i dzieki temu
tacja kopca . M T . . . .
Hiverrems mozna “sprytnie” zaimplementowa¢ kopiec za pomoca zwyktej
tablicy, co bardzo upraszcza kod operacji i oszczedza pamieé

na wskazniki.



Implementacja kopca binarnego za pomoca tablicy

Algorytmy i Dzieki zupetnosci, elementy kopca mozna wpisa¢ do tablicy

oy (pozostawiajac nieuzywany indeks 0) i idac w porzadku od géry do

) Marein dotu i od lewej do prawej na kazdym poziomie nastepujaco, np:

S\J.d;w °

2
DIOIOIO.
O

Tablicowa indeksy: 01 2 3 4 5 6 7 8 9
Mo e zaw. tablicy: n 2 6 3 7 12 9 4 8 10
tacja kopca
binarnego Nawigacja w tablicy jest nastepujaca: indeks rodzica (oprécz

korzenia) jest 2 razy mniejszy, indeks lewego syna 2 razy wiekszy, a
prawego dodatkowo plus 1:

m parent[i] == i/2 (dzielenie catkowitoliczbowe: ucinamy utamek)
m i.left == 2i, i.right == 2i + 1 (poza liscmi)

np. indeks wezta zawierajacego rodzica 12 to 5/2 = 2.



Pseudokod operacji upheap

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin
Sydow

(zaktadamy reprezentacje kopca w tablicy)

upheap (i) // i>0
key = heap[il
parent = i/2
while((parent > 0) && (heap[parent] > key))
heap[i] = heap[parent]
Tablicowa i = parent
implemen-
tacja kopca parent /= 2
binarnego heap[i] = key



Pseudokod operacji downheap

Algorytmy i
Struktury

(zaktadamy reprezentacje kopca w tablicy)

downheap (i)
1=2i // lewy syn
r=2i+1 // prawy syn
if 1 <= n and heap[1] < heap[il:
min = 1
else:
min = i
i if r <= n and heap[r] < heap[min]: // n to rozmiar kopca
implemen- min = r
tacja kopca if min != i:

binarnego

swap(i,min) // zamiana elementdéw, nie samych indeksow
downheap (min) // kontynuuj nizej

Uwaga: rekurencja jest tu uzyta tylko, aby skrécic prezentacje kodu,
mozna to oczywiscie zapisa¢ iteracyjnie, unikajac rekursji



Szybkie konstruowanie kopca (construct)

Algorytmy i L. . L, . . )
ST Zatézmy, ze znamy od razu n elementéw, ktére maja by¢

paneh wstawione do puste] kolejki priorytetowej.

(c) Marcin
Sydow

Bezposrednie wstawianie pojedynczo n razy (w przypadku kopca
binarnego) datoby ztozonos¢ n x insert (czyli w sumie

©(nlog(n)))

Szybka operacja construct pozwala to zrobi¢ efektywniej:
Najpierw wstawiamy wszystkie elementy w podanej kolejnosci
do tablicy a nastepnie wykonujemy nastepujaca procedure:

f:r{:éiuct for(i = n/2; i > 0; i--) downHeap(i)

Mozna udowodnié, ze taka “sprytniejsza” procedura daje faczna
ztozono$¢ czasowa zaledwie O(n)



Przyktadowe zastosowanie: algorytm HeapSort

Aty Oto jak mozna prosto posortowac ciag uzywajac kolejki
Srireh priorytetowej:
() Marcin (zaktadamy, ze pq jest obiektem reprezentujacym kolejke

Sydow .
priorytetowa)

while(s.hasNext())
pq.insert(s.next())

while(!pq.isEmpty())
result.add(pq.delMin())

rozmiar danych: liczba elementéw (n), op. dom.: poréwnanie
ztozonos¢ czasowa: ©(nlog(n))

Zastosowania

llustruje to potege uzywania abstrakcyjnych struktur danych do
upraszczania algorytmoéw.

Uwaga: powyzszy algorytm, przy uzyciu kopca binarnego, ma
nieco wvre7a <tata mulrinlikarvwna ni7 3lcorvim OrnickSort



Inne przyktadowe zastosowania kolejek
priorytetowych

Algorytmy i
Struktury
Danych

(c) Marcin

Sydow Kolejki priorytetowe s3 standardowo uzywane w wielu
algorytmach (tzw. zachtannych) np.:

m obliczanie drzewa optymalnego drzewa kodowania
Huffmana

m algorytm Dijkstry obliczania najkrétszych sciezek w grafie

m algorytm Prima znajdowania minimalnego drzewa
rozpinajacego

m etc.

Zastosowania



Rozszerzenia kolejek priorytetowych

Algorytmy i Dynamiczna kolejka priorytetowa (2 dodatkowe operacje):
Struktury

Danych m construct(sequence<T> s)

(&, o m H insert(T e) // zwraca wskaznik do wstawionego elementu
m T findMin()
m T delMin()

m decreaseKey(H pointer, T newPriority) // (zmniejsz
priorytet danego elementu)

m delete (H pointer) (usun dany element)

Ztaczalna kolejka priorytetowa (wszystko powyzej i dodatkowo):

m merge(PQ priorityQueuel, PQ priorityQueue2) // ztacz
podane dwie kolejki w jedna

Rozszerzenia

Powyzsze operacje mozna oczywiscie zaimplementowa¢ na kopcu
binarnym, ale istnieja bardziej wyrafinowane implementacje, ktére
zapewniaja lepsze ztozonosci czasowe




Ztozonos$¢ czasowa operacji kol. prior. w réznych

implementacjach

Algorytmy i
Struktury
Danych

) Jedna z implementacji, ktéra pozwala np. na efektywniejsza
Sydow implementacje operacji merge jest tzw. kopiec dwumianowy?

Ponizej podsumowano poréwnanie rzedéw ztozonosci operacji na kilku
przyktadach implementacji kolejki priorytetowej (w tym 2 “naiwnych”):

operacja nieposort. | posort. | kopiec binarny | kopiec dwumianowy
insert 1 n lg n Ig n
findMin n 1 1 Ig n
delMin n 1 g n lg n
decreaseKey 1 n lg n lg n
delete 1 n lgn g n
merge 1 n n Ign

(wszystkie elementy otoczone sg symbolem O(.))

Rozszerzenia

3ang. binomial heap — nie jest omawiany w tym wyktadzie



Podsumowanie/przyktadowe zadania:

e m definicja kolejki priorytetowej

Ranvh m deficja kopca binarnego
(<) Marcin m dokona¢ analizy ztozonosci naiwnych implementacji kol.
prior.

m wykona¢ kazda z operacji kol. prior. na podanym kopcu
binarnym i pokazaé¢ na rysunku jak wyglada po tej operacji

m zastosowaé szybka procedure construct do podanego
ciggu elementéw i narysowac jak wyglada skonstruowany
kopiec binarny

m reprezentacja tablicowa kopca binarnego

m dokona¢ analizy ztozonosci czasowej operacji kol. prior. w
przypadku implementacji na kopcu binarnym

m przyktady zastosowan kolejek priorytetowych

m rozszerzenia kolejki priorytetowe;j

m dokona¢ analizy ztozonosci czasowej operacji decreaseKey,
delete oraz merge na przypadku kopca binarnego.



Algorytmy i
Struktury

Danych

Dziekuje za uwage
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