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Algorytmy i Struktury Danych
10b: Algorytmy przegl¡dania grafów i drzew

c©Marcin Sydow
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Spis zagadnie«

rekurencyjne porz¡dki przegl¡dania drzew binarnych:
pre/in/post-order

przeszukiwanie grafów (rola, schemat ogólny, zastosowania)

przeszukiwanie wszerz BFS

zastosowania BFS

przeszukiwanie w gª¡b DFS (wersja stosowa i rekurencyjna)

klasy�kacja kraw¦dzi



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

pre/in/post-
order

Przeszukiwanie
grafów

BFS

DFS

Podsumowanie

Rekurencyjne przeszukiwanie drzew binarnych *

W wielu zastosowaniach wa»ne jest systematyczne przejrzenie
wszystkich wierzchoªków (i kraw¦dzi) drzewa binarnego.

Oprócz porz¡dku standardowego (dla dowolnych drzew
uporz¡dkowanych) rozró»nia si¦ m.in. pewne 3 specy�czne
porz¡dki rekurencyjnego przegl¡dania drzewa binarnego:

pre-order (bie»¡cy, lewy, prawy)

in-order (lewy, bie»¡cy, prawy)

post-order (lewy, prawy, bie»¡cy)

Ka»dy z powy»szych porz¡dków zaczyna przeszukiwanie od
korzenia i rekurencyjnie wywoªuje przeszukiwanie w
poddrzewach w odpowiedniej kolejno±ci.
(lewy, prawy: oznaczaj¡ poddrzewa bie»¡cego wierzchoªka)
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Geometryczna interpretacja rekurencyjnych
przeszukiwa« drzew *

Gdy narysujemy drzewo binarne w standardowym porz¡dku, i
zakre±limy lini¦ otaczaj¡c¡ drzewo zaczynaj¡c ponad korzeniem
i obchodz¡c �naokoªo� wszystkie gaª¦zie przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara, to mamy nast¦puj¡ce interpretacje
geometryczne:

pre-order: wypisz wierzchoªek pierwszy raz go napotykaj¡c

post-order: wypisz wierzchoªek ostatni raz go napotykaj¡c

in-order: wypisz wierzchoªek posiadaj¡cy lewego syna drugi
raz go napotykaj¡c, a ka»dy inny pierwszy raz go
napotykaj¡c



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

pre/in/post-
order

Przeszukiwanie
grafów

BFS

DFS

Podsumowanie

Zastosowania rekurencyjnych porz¡dków
przeszukiwania *

Rekurencyjne podej±cie do przeszukiwania drzew binarnych
upraszcza zapis wielu wa»nych algorytmów na tych drzewach,
np. obliczanie:

liczby wierzchoªków w drzewie

wysoko±ci drzewa

gª¦boko±ci ka»dego wierzchoªka

liczby li±ci, etc.
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Przeszukiwanie grafu

Wiele zada« lub algorytmów na grafach sprowadza si¦ do
systematycznego odwiedzenia wszystkich elementów grafu
(wierzchoªków i/lub kraw¦dzi).
Przez przeszukiwanie grafu rozumiemy taki systematyczny
sposób, w którym:

zaczynamy odwiedzanie z pewnego wierzchoªka startowego

dozwolonym ruchem jest przej±cie po kraw¦dzi (od
wierzchoªka odwiedzonego)

ka»dy wierzchoªek i kraw¦d¹ grafu odwiedzone s¡
dokªadnie raz

Przeszukiwanie mo»na wykonywa¢ zarówno na grafach
nieskierowanych jak i skierowanych.
W wierzchoªkach lub kraw¦dziach wykonujemy pewne operacje,
zale»nie od zadania (np. wypisywanie na wyj±cie, ustawianie
warto±ci pewnych atrybutów, etc.)
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Ogólny schemat przeszukiwania grafu

(pocz¡tkowo wszystkie wierzchoªki s¡ nieodwiedzone)

umie±¢ startowy wierzchoªek w strukturze danych X

dopóki struktura X jest niepusta:

1 wyjmij kolejny wierzchoªek v ze struktury X i odwied¹ go

2 wªó» do X kolejno wszystkich nieodwiedzonych s¡siadów v

Konkretne warianty przeszukiwania zale»¡ od:

wyboru struktury danych X (np. kolejka lub stos)

wyboru kolejno±ci s¡siadów (np. etykiety alfabetycznie)
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Las przeszukiwania i klasy�kacja kraw¦dzi

Pojedyncze wykonanie caªej procedury generuje tzw. drzewo
przeszukiwania (jest to drzewo ukorzenione).

Procedura mo»e by¢ wykonywana wielokrotnie, a» nie ma
nieodwiedzonych wierzchoªków w gra�e.

Rezultatem caªego przeszukiwania jest wi¦c zbiór (rozª¡cznych
wierzchoªkowo) drzew przeszukiwania zwany lasem

przeszukiwania.
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Umowne kolory wierzchoªków

W przedstawianych pseudokodach b¦dziemy nadawa¢
wierzchoªkom umowne kolory:

biaªy (nieodwiedzony)

szary (odwiedzony i przetwarzany; w strukturze danych)

czarny (odwiedzony i zako«czony)

Uwaga: do prawidªowej implementacji wystarcza rozró»nienie
mi¦dzy nieodwiedzonym a odwiedzonym, szary zostaª dodany
dla rozja±nienia prezentacji.
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Klasy�kacja kraw¦dzi w wyniku przeszukiwania grafu

Ze wzgl¦du na struktur¦ lasu przeszukiwania, w wyniku
przeszukiwania ka»da kraw¦d¹ (u, v) jest zaklasy�kowana do
dokªadnie jednej z poni»szych kategorii:

drzewowa (T): v jest odwiedzony z u w wyniku przej±cia (u, v)

w przód (F): nie jest drzewowa i v jest potomkiem u w drzewie

w tyª (B): nie jest drzewowa i v jest przodkiem u w drzewie

poprzeczna (C): w pozostaªych przypadkach
(pomi¦dzy gaª¦ziami lub drzewami)
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Przeszukiwanie wszerz (BFS - breadth-�rst search)

Jest równowa»ne u»yciu kolejki w ogólnym schemacie
przeszukiwania. Efekt polega na odwiedzaniu wierzchoªków
równomiernie �we wszystkich kierunkach� zgodnie z rosn¡c¡
odlegªo±ci¡ od startowego.

Zastosowania przeszukiwania wszerz (przykªady):

obliczanie skªadowych spójnych (ka»de drzewo j¡ stanowi)

obliczanie odlegªo±ci od wierzchoªka startowego

obliczanie domkni¦cia przechodniego relacji (n×BFS)
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Przykªad implementacji BFS

for-each node in V:

node.color = white; node.d = infinity; node.p = null

s.color = gray; s.d = 0; queue.in(s)

while(!queue.empty()){

currNode = queue.out()

process(currNode)

for-each node in currNode.adjList:

if (node.color == white):

queue.in(node)

node.color = gray

node.d = currNode.d + 1

node.p = currNode

currNode.color = black

}

W powy»szym pseudokodzie BFS:
obliczamy odlegªo±ci od startowego (atrybut d)
zapami¦tujemy struktur¦ drzewa (atrybut p)
za process(currNode) mo»na podstawi¢ dowoln¡ operacj¦ na wierzchoªku
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Obserwacje dotycz¡ce przeszukiwania wszerz (BFS)

Zªo»ono±¢ czasowa BFS: O(|V |+ |E |) (liniowa)

Zauwa»my, »e w BFS dla grafów nieskierowanych:

nie wyst¦puj¡ kraw¦dzie w przód ani wstecz

dla kraw¦dzi drzewowej (u, v) zachodzi: v .d = u.d + 1

dla kraw¦dzi poprzecznej: v .d = u.d lub v .d = u.d + 1

Natomiast w BFS dla grafów skierowanych:

nie wyst¦puj¡ kraw¦dzie w przód

dla kraw¦dzi drzewowej (u, v) zachodzi: v .d = u.d + 1

dla kraw¦dzi poprzecznej: v .d ≤ u.d + 1

dla kraw¦dzi wstecznej: 0 ≤ v .d ≤ u.d
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Przeszukiwanie w gª¡b (DFS - depth-�rst seach)

Jest równowa»ne u»yciu stosu w ogólnym schemacie
przeszukiwania. Efekt polega na docieraniu stopniowo do
mo»liwie najdalszego wierzchoªka a nast¦pnie minimalnym
cofni¦ciu si¦, aby kontynuowa¢ przeszukiwanie.

W przeszukiwaniu w gª¡b ka»demu wierzchoªkowi v
przypisywane s¡ dwa wa»ne atrybuty:

czas odwiedzenia: v .d (gdy staje si¦ szary)

czas zako«czenia: v .f (gdy staje si¦ czarny)

Atrybuty te maj¡ zastosowanie do rozwi¡zywania konkretnych
problemów grafowych.
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Przeszukiwanie w gª¡b (wersja rekurencyjna)

Uwaga: Implementacje DFS z u»yciem stosu czy rekurencji s¡ równowa»ne co do
idei algorytmu, ale mog¡ dawa¢ inny porz¡dek odwiedzanych wierzchoªków.

DFS(){

time = 0

for-each v in V:

v.color = white; v.parent = null

for-each v in V:

if (v.color == white):

recursiveDFS(v)

}

recursiveDFS(GraphNode v){

v.d = time++

v.color = gray

process(v)

for-each u in v.adjList:

if (u.color == white):

u.parent = v

recursiveDFS(u)

v.color = black

v.f = time++

}
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Wªasno±ci przeszukiwania w gª¡b (DFS)

Zªo»ono±¢ czasowa: O(|V |+ |E |) (liniowa)
Dla dowolnych 2 wierzchoªków u, v , ich przedziaªy czasów
przetwarzania [u.d , u.f ] i [v .d , v .f ] s¡ albo rozª¡czne albo jeden
z nich zawiera si¦ w drugim (tzw. �struktura nawiasowa�)

Zachodzi nast¦puj¡cy warunek (twierdzenie �o biaªej ±cie»ce�):
W drzewie DFS v jest potomkiem u ⇔ w momencie u.d ,
istnieje ±cie»ka z u do v skªadaj¡ca si¦ tylko z biaªych
wierzchoªków.



Algorytmy i
Struktury
Danych

c©Marcin
Sydow

pre/in/post-
order

Przeszukiwanie
grafów

BFS

DFS

Podsumowanie

Rodzaje kraw¦dzi w grafach

W DFS dla grafów nieskierowanych nie wyst¦puj¡ kraw¦dzie w
przód ani poprzeczne.

W DFS dla grafów skierowanych mog¡ wyst¦powa¢ wszystkie 4
rodzaje kraw¦dzi. Dokªadniej, kiedy DFS przechodzi kraw¦d¹
(u, v), kraw¦d¹ ta jest:

drzewowa, je±li v jest biaªy

wstecz, je±li v jest szary

w przód lub poprzeczna, je±li v jest czarny
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Kategoryzacja kraw¦dzi za pomoc¡ czasów d i f

Kraw¦d¹ (v ,w) w przeszukiwaniu DFS jest:

drzewowa lub w przód ⇔ v .d < w .d < w .f < v .f

w tyª ⇔ w .d < v .d < v .f < w .f

poprzeczna ⇔ w .d < w .f < v .d < v .f
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Zastosowania przeszukiwania w gª¡b

Schemat przeszukiwania w gª¡b ma rozliczne zastosowania dla
rozwi¡zywania konkretnych problemów grafowych, np:

testowanie acykliczno±ci (nieistnienie kraw¦dzi wstecz)

sortowanie topologiczne

skªadowe silnie spójne

znajdowanie punktów artykulacji

znajdowanie mostów

rozkªad grafu na bloki
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Podsumowanie

rekurencyjne porz¡dki przegl¡dania drzew binarnych

przeszukiwanie BFS i wªasno±ci

przeszukiwanie DFS i wªasno±ci
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Przykªadowe ¢wiczenia

wypisz kolejno±¢ odwiedzania wierzchoªków dla podanego
drzewa w omawianych porz¡dkach przeszukiwania
(pre/in/post-order)

wy¢wicz umiej¦tno±¢ pisania i analizowania prostych funkcji
rekurencyjnych na drzewach binarnych (np. obliczanie
liczby w¦zªów, wysoko±ci, etc.)

wypisz kolejno±¢ odwiedzanych wierzchoªków,
odlegªo±ci(BFS), czasy odwiedzenia i zako«czenia(DFS),
las przeszukiwania danego grafu i klasy�kacj¦ kraw¦dzi za
pomoc¡ BFS i DFS.

zaproponuj algorytm wychodzenia z labiryntu oparty na
jednym (którym?) ze sposobów przegl¡dania grafu: BFS
lub DFS
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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