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Uczenie neuronu o ci¡gªej funkcji aktywacji
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Przypomnienie: neuron z ci¡gª¡ funkcj¡ aktywacji

sigmoidalna funkcja unipolarna:

f (net) =
1

1 + e−net

sigmoidalna funkcja bipolarna:

f (net) =
2

1 + e−net
− 1

gdzie:

net = wT x
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Bª¡d neuronu ci¡gªego

Zde�niujmy nast¦puj¡c¡ miar¦ bª¦du pojedynczego neuronu:

E =
1

2
(d − y)2 =

1

2
(d − f (wT x))2

gdzie:

d - po»¡dane wyj±cie (ci¡gªe)

y - aktualne wyj±cie (ci¡gªe) (y = f(net))

(wspóªczynnik 1/2 wybrany dla uproszczenia pó¹niejszych rachunków)
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Cel uczenia: minimalizacja bª¦du

Chcemy tak mody�kowa¢ wektor wag w , »eby zminimalizowa¢

bª¡d.

Metoda gradientu: najwi¦kszy spadek funkcji (w kierunku

minimum) wskazywany jest przez przeciwny wektor gradientu

(czyli pochodnych cz¡stkowych bª¦du jako funkcji wektora wag)

∇E (w) =
∂E

∂w

∇E (w) = −(d − y)f ′(net)(
∂net

∂w1

, . . . ,
∂net

∂wp
)T =

= −(d − y)f ′(net)x
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Pochodne funkcyj sigmoidalnych

Zauwa»my, »e:

dla funkcji sigmoidalnej unipolarnej:

f ′(net) = f (net)(f (net)− 1) = y(y − 1)

dla funkcji sigmoidalnej bipolarnej:

f ′(net) =
1

2
(1− f 2(net)) =

1

2
(1− y2)

Czyli pochodna funkcji f jest ªatwo wyra»alna przez sam¡

funkcj¦ f.

(Teraz mo»na zrozumie¢ dlaczego zaproponowano akurat takie formy

ci¡gªych funkcyj aktywacji)
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Reguªa uczenia dla ci¡gªego neuronu

Reasumuj¡c, wagi neuronu ci¡gªego mody�kujemy zgodnie ze

wzorem:

unipolarny:

wnew = wold + η(d − y)y(1− y)x

bipolarny:

wnew = wold +
1

2
η(d − y)(1− y2)x

gdzie: η to wspóªczynnik uczenia (learning rate)

Zauwa»my wyra¹n¡ analogi¦ do reguªy delta dla dyskretnego

perceptronu
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Jednowarstwowa sie¢ neuronów ci¡gªych

Zaªó»my, »e sie¢ ma J wej±¢ i K neuronów ci¡gªych.

Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:

wektor wej±¢: yT = (y1, . . . , yJ)

wektor wyj±¢: zT = (z1, . . . , zK )

macierz wag: W = [wkj ] (wkj : k-ty neuron, j-ta waga)

macierz funkcyj aktywacji: Γ = diag [f (·)] (wymiar: K ×K )

Obliczenie wyj±cia mo»na wi¦c teraz zapisa¢ jako:

z = Γ[Wy ]
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Uczenie jednowarstwowej sieci ci¡gªych neuronów

Wprowad¹my dodatkowe oznaczenia:

po»¡dany wektor wyj±ciowy: dT = (d1, . . . , dK )

bª¡d wyj±cia dla pojedynczego wektora wej±¢:

E =
1

2

K∑
k=1

(dk − zk)2 =
1

2
||d − z ||2

Zastosujemy ponownie metod¦ gradientu (jak dla pojedynczego

neuronu).

Zmiana pojedynczej wagi dana jest wi¦c wzorem:

∆wkj = −η ∂E
∂wkj
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Uczenie jednej warstwy, cd.

Mamy wi¦c:
∂E

∂wkj

=
∂E

∂netk

∂netk
∂wkj

sygnaª bª¦du delta k-tego neuronu ostatniej warstwy:

δzk = − ∂E

∂netk
= (dk − zk)zk(1− zk)

δzk = − ∂E

∂netk
=

1

2
(dk − zk)(1− zk)2

Zauwa»my, »e ∂netk
∂wkj

= yj

Otrzymujemy wi¦c wzór mody�kacji wag w postaci macierzowej:

Wnew = Wold + ηδzy
T
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Algorytm uczenia jednej warstwy

wybór η, Emax , inicjalizacja losowych wag W , E = 0
dla ka»dego przykªadu ze zbioru ucz¡cego:

oblicz wyj±cie z

zmody�kuj wagi k-tego neuronu (unipolarny/bipolarny):

wk ← wk + η(dk − zk)zk(1− zk)y

wk ← wk +
1

2
η(dk − zk)(1− z2k )y

kumuluj bª¡d:

E ← E +
1

2

K∑
k=1

(dk − zk)2

je±li pokazano wszystkie elementy zbioru ucz¡cego i

E < Emax to zako«cz uczenie. W przeciwnym wypadku

wyzeruj E i ponownie wykonaj uczenie na caªym zbiorze

ucz¡cym
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Uczenie sieci wielowarstwowej - metoda propagacji wstecznej
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Sie¢ wielowarstwowa

Jedna warstwa sieci neuronowej ma mo»liwo±ci podzielenia

przestrzeni obrazów wej±ciowych na obszary liniowo

separowalne.

Ka»da nast¦pna mo»e dokonywa¢ kolejnych transformacji.

W efekcie, wielowarstwowa sie¢ neuronowa jest uniwersalnym

narz¦dziem, które teoretycznie mo»e dowolnie dokªadnie

aproksymowa¢ dowolne transformacje przestrzeni wej±ciowej w

przestrze« odwzorowa« wyj±ciowych.
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Uczenie Sieci Wielowarstwowej

Zilustrujemy uczenie sieci wielowarstwowej na przykªadzie sieci

2-warstwowej. W tym celu dodamy jedn¡ warstw¦ umieszczon¡

�przed� ostatni¡ (wyj±ciow¡) warstw¡ sieci i poka»emy jak j¡

uczy¢.

Ka»da warstwa poza wyj±ciow¡ nazywana jest warstw¡ ukryt¡,

gdy» nie jest wiadome jakie powinno by¢ jej �prawidªowe�

wyj±cie.

Metod¦ uczenia sieci wielowarstwowej odkryto dopiero w latach

70. i zacz¦to stosowa¢ w latach 80. XX. wieku - nazywa si¦ ona

metod¡ wstecznej propagacji bª¦dów, gdy» wagi mody�kuje

si¦ od warstwy ostatniej do pierwszej (wstecz).

Metod¦ t¦ mo»na naturalnie rozszerza¢ z sieci 2-warstwowej na

dowoln¡ liczb¦ warstw ukrytych.
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Sie¢ dwuwarstwowa

Wprowadzimy nast¦puj¡ce oznaczenia:

wektor wej±¢: xT = (x1, . . . , xI )

macierz wag pierwszej warstwy: V = [vji ]
(vji : j-ty neuron, i-ta waga)

wektor wyj±¢ pierwszej (wej±¢ drugiej) warstwy:

yT = (y1, . . . , yJ)

wektor wyj±¢ drugiej warstwy (caªej sieci):

zT = (z1, . . . , zK )

macierz wag drugiej warstwy: W = [wkj ]
(wkj : k-ty neuron, j-ta waga)

operator funkcyj aktywacji: Γ = diag [f (·)]
(wymiar: J × J lub K × K )

Obliczenie wektora wyj±¢ mo»na wi¦c teraz zapisa¢ jako:

z = Γ[Wy ] = Γ[WΓ[Vx ]]
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Uczenie sieci wielowarstwowej

Metoda wstecznej propagacji bª¦du:

Po obliczeniu wektora wyj±¢ z, wagi mody�kowane s¡ od

ostatniej do pierwszej warstwy (wstecz).

Pokazano wcze±niej, jak mody�kowa¢ wagi ostatniej warstwy.

Po zmody�kowaniu wag ostatniej warstwy, mody�kowane s¡

wagi warstwy drugiej od ko«ca (itd.)

Przy mody�kowaniu wag warstwy drugiej od ko«ca stosuje si¦

równie» metod¦ gradientu:

∆vji = −η ∂E
∂vji
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Metoda wstecznej propagacji bª¦du, cd.

Przez analogi¦, wagi V mody�kowane s¡ nast¦puj¡co:

Vnew = Vold + ηδyx
T

gdzie, δy oznacza wektor sygnaªu bª¦du warstwy ukrytej:

δTy = (δy1 , . . . , δyJ )

Sygnaª bª¦du warstwy ukrytej obliczamy nast¦puj¡co:

δyj = −∂E
∂yj

∂yj
∂netj

= −∂E
∂yj
· f ′(netj) =

K∑
k=1

δzkwkj · f ′j (netj)
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Algorytm uczenia sieci dwuwarstwowej

wybór η, Emax , inicjalizacja losowych wag W i V , E = 0

dla ka»dego przykªadu ze zbioru ucz¡cego:

oblicz kolejno wektory wyj±¢ y oraz z

kumuluj bª¡d:E ← E + 1

2

∑K

k=1
(dk − zk)2

oblicz sygnaªy bª¦dów (ostatniej, pierwszej warstwy):
unipolarny:
δzk = (dk − zk)zk(1− zk), δyj = yj(1− yj)

∑K

k=1
δzkwkj

bipolarny:
δzk = 1

2
(dk − zk)(1− z2k ), δyj = 1

2
(1− y2j )

∑K

k=1
δzkwkj

zmody�kuj wagi ostatniej warstwy:
wkj ← wkj + ηδzkyj
zmody�kuj wagi pierwszej (ukrytej) warstwy:
vji ← vji + ηδyjxi

je±li pokazano wszystkie elementy zbioru ucz¡cego i E < Emax

to zako«cz uczenie. W przeciwnym wypadku wyzeruj E i
ponownie wykonaj uczenie na caªym zbiorze ucz¡cym
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Zagadnienia do przyswojenia:

uczenie neuronu o ci¡gªej funkcji aktywacji

uczenie jednowarstwowej sieci neuronów o ci¡gªej funkcji

aktywacji

uczenie sieci wielowarstwowej - metoda propagacji

wstecznej



Uczenie
Wielowarst-
wowych Sieci
Neuronów o

Ci¡gªej
Funkcji

Aktywacji

(c) Marcin
Sydow

Dzi¦kuj¦ za uwag¦.


