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Idea PageRank

Linki a wa»no±¢ dokumentu: zliczanie linków wchodz¡cych

Skoro ka»dy link z dokumentu p do dokumentu q mo»e by¢ traktowany
jako informacja, »e dokument q jest �warto±ciowy� (w oczach autora
dokumentu p) najpro±ciej byªoby ocenia¢ �wa»no±¢� lub �jako±¢�
dokumentu docelowego q poprzez zliczanie linków wchodz¡cych do q

(ang. backlink count).

Im wy»szy stopie« wchodz¡cy dokumentu q (backlink count) tym dokument
mo»e by¢ wa»niejszy (skoro wielu autorów wskazuje ten dokument)

Jest to analogiczne do �gªosowania� dokumentów na inne dokumenty
(ka»dy link to jeden gªos)

To rozwi¡zanie ma powa»n¡ wad¦:

Jest bardzo podatne na celowe manipulacje (ang. Search Engine Spam)
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Idea PageRank

Ulepszony pomysª

Przy traktowaniu ka»dego linku jako równowa»nego gªosu i jednocze±nie
braku naturalnego mechanizmu w WWW pozwalaj¡cego identy�kowa¢
�nepotyzm� ka»dy podmiot mo»e stworzy¢ dowoln¡ ilo±¢ dokumentów
zawieraj¡cych linki do wybranego dokumentu b¦d¡cego pod kontrol¡ tego
samego podmiotu.

Ulepszenie: nie wa»na jest ilo±¢ linków tylko ich jako±¢

Analogia z gªosowaniem: przy zliczaniu gªosów uwzgl¦dnia si¦ �reputacj¦�
gªosuj¡cych.

Jeden link z bardzo wa»nej strony mo»e znaczy¢ du»o wi¦cej ni» 1000
linków z maªo wa»nych stron.

Za t¡ ide¡ (wzi¦t¡ z m.in. analizy cytowa« bibliogra�cznych) poszli twórcy
algorytmu PageRank (wprowadzonego w Google ok 1998 roku)
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PageRank Idea

Idea w uproszczeniu - przepªyw �warto±ci� stron

ka»da strona ma pewn¡ warto±¢

ka»da strona �gªosuje� (poprzez linki) na inne strony

o warto±ci strony decyduje warto±¢ stron na ni¡ gªosuj¡cych
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PageRank Uproszczony PageRank

PageRank - uproszczone sformuªowanie (perspektywa 1)

Interesuje nas przepªyw przez graf WWW taki, »e:

Warto±¢ przepªywu sumuje si¦ do 1

to co wpªywa = temu co wypªywa (a'la prawo Kircho�a 1)

przepªyw rozdziela si¦ po równo

Daje to nast¦puj¡ce równania:∑
d∈V

R(d) = 1, (1)

∑
p∈IN(d)

R(p, d) =
∑

q∈OUT (d)

R(d , q), (2)

R(q) =
∑

p∈IN(q)

R(p)/outDeg(p), (3)

PageRank to warto±¢ tego przepªywu R(d) dla ka»dego dokumentu d
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PageRank Uproszczony PageRank

Przykªad dla bardzo prostego grafu

Rysunek: (Jedyny) speªniaj¡cy warunki przepªyw przez przykªadowy graf
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PageRank Uproszczony PageRank

Perspektywa 2: metafora �losowego internauty�
(ang.Random Surfer)

Równowa»ne zde�niowanie uproszczonego PageRanku:
Wyobra¹my sobie nie±miertelnego internaut¦, który w ka»dej jednostce
czasu przebywa na jakiej± stronie WWW i powtarza nast¦puj¡c¡ akcj¦:

wybiera (jednorodnie) losowo wychodz¡cy link i pod¡»a nim na
nast¦pn¡ stron¦

De�nition

Uproszczony PageRank dla strony d to graniczna ±rednia cz¦±¢ jednostek
czasu sp¦dzonych na stronie d, dla wy»ej opisanego procesu, przy czasie
d¡»¡cym do niesko«czono±ci.

Matematyk powie: �o ile granica istnieje...� I sªusznie.
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PageRank Uproszczony PageRank

Perspektywa 3 - w j¦zyku macierzy

G(V,E) - rozwa»any graf

P - macierz s¡siedztwa G(V, E) zmody�kowana w ten sposób, »e
ka»dy wiersz i jest podzielony przez outDeg(di ).

Oba poprzednie sformuªowania PageRanku mo»na wyrazi¢ nast¦puj¡co:

De�nition

PageRank
to wektor R b¦d¡cy punktem staªym przeksztaªcenia liniowego PT :

R = PTR (4)
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PageRank Uproszczony PageRank

Przykªad grafu i (jedyne) rozwi¡zanie

R = PTR (5)

0.4
0.2
0.4

 =

0 0.5 0.5
0 0 1
1 0 0

T 0.4
0.2
0.4

 (6)
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PageRank Uproszczony PageRank

Problemy z uproszczonym PageRankiem

Rysunek: �czarne dziury� (ang. rank sinks)

Problemy:

Ka»dy maksymalny podgraf wªa±ciwy nie posiadaj¡cy linków
wychodz¡cych pochªania caªy PageRank w gra�e.

dokumenty nielinkowane otrzymaj¡ zerow¡ warto±¢.
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PageRank PageRank realny

Jak poprawi¢ uproszczony PageRank?

ª¡czymy ka»dy dokument bez wychodz¡cych linków z ka»dym
dokumentem

dodajemy sztuczne linki pomi¦dzy wszystkimi pozostaªymi parami
dokumentów. S¡ one wa»one uªamkowym wspóªczynnikiem 0 < d < 1
zwanym decay factor

�prawdziwe� linki wa»ymy warto±ci¡ (1 - d)

Powy»sze sprawi, »e w macierzy przej±¢ P ka»dy wiersz b¦dzie si¦ sumowaª
do 1. (przedtem niektóre wiersze byªy zerowe)
Macierz taka nazywa si¦ stochastyczna i istnieje dla niej jednoznaczne
rozwi¡zanie równania

R = PTR (7)

Rozwi¡zanie to jest gªównym wektorem wªasnym tej macierzy.
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PageRank PageRank realny

Przykªad na macierzach: (decay factor: 0.1)

P0 =


0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0



P1 =


0 1/2 1/2 0 0 0

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1/3 1/3 0 0 1/3 0
0 0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0 0



P2 =


1/60 28/60 28/60 1/60 1/60 1/60
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

19/60 19/60 1/60 1/60 19/60 1/60
1/60 1/60 1/60 1/60 28/60 28/60
1/60 1/60 1/60 28/60 1/60 28/60
1/60 1/60 1/60 1/60 55/60 1/60
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PageRank PageRank realny

Poprawiony PageRank w j¦zyku losowego internauty...

W ka»dej jednostce czasu losowy internauta przebywaj¡cy na stronie s
dokonuje nast¦puj¡cej akcji:

je±li s zawiera linki wyj±ciowe:

z prawdopodobie«stwem (1 - d) wybiera (jednorodnie) losowo link
wychodz¡cy z danej strony i nim pod¡»a.
z prawdopodobie«stwem d skacze do dowolnej losowo wybranej strony

je±li strona s nie ma linków wychodz¡cych - z prawdopodobie«stwem 1
skacze do losowo wybranej strony.

De�nition

PageRank jest to rozkªad stacjonarny zde�niowanego powy»ej
nieredukowalnego i acyklicznego ªa«cucha Markowa

(rozkªad ten okre±la graniczne prawdopodobie«stwo bycia internauty na
poszczególnych stronach)
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PageRank PageRank realny

...i w j¦zyku przepªywów

Uproszczony PageRank:

R(p) =
∑

i∈IN(p)

R(i)/outDeg(i), (8)

Dodanie sztucznych linków (uspójnienie):

R(p) = (1− d)
∑

i∈IN(p)

R(i)

outDeg(i)
+ d · v(p) (9)

Uwzgl¦dnienie �przymusowego� skoku z dokumentów bez linków
wychodz¡cych:

R(p) = (1−d)
∑

i∈IN(p)

R(i)

outDeg(i)
+d ·v(p)+(1−d)v(p)

∑
i∈ZEROS

R(i),

(10)
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PageRank PageRank realny
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PageRank PageRank realny
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PageRank Obliczanie PageRank

Obliczanie PageRank z matematycznego punktu widzenia

R = PTR (11)

Z punktu widzenia matematyki, znalezienie wektora R jest ªatwe.
Znajdowanie gªównego wektora wªasnego jest równowa»ne rozwi¡zaniu
ukªadu równa« liniowych.
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PageRank Obliczanie PageRank

Obliczanie PageRank w praktyce...

Czy mo»na obliczy¢ PageRank rozwi¡zuj¡c ukªad równa«?
Problemem jest rozmiar zadania.
Dla przykªadu: zaªó»my, »e ilo±¢ dokumentów w gra�e to 85M.

Czas oblicze«: rozwi¡zywanie ukªadu n równa« ma zªo»ono±¢ Ω(n2)

Rozmiar macierzy: 7, 2P × 4B = 28PB (!)

Co najmniej z tych powodów nale»y szuka¢ specjalnych metod.
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PageRank Obliczanie PageRank

Obej±cie problemu czasu oblicze«

Metoda Pot¦gowa: Pozwala szybko obliczy¢ gªówny wektor wªasny
macierzy w iteracjach, z teoretycznie dowoln¡ precyzj¡:

1 R0 = v(p)

2 i = 0

3 Ri+1 = PT · Ri
4 i++

5 if ((|Ri+1 − Ri | < threshold) OR (i > max)): stop

6 else: goto 3

Stawiamy pytanie: dla jakich macierzy P metoda pot¦gowa zbiega i daje
jednoznaczny wektor R?

Marcin Sydow (PJWSTK) Wyszukiwanie i Przetwarzanie Informacji WWW 18 / 34



PageRank Obliczanie PageRank

Warunki stosowalno±ci metody pot¦gowej

Theorem

Metoda pot¦gowa zbiega do jednoznacznego rozwi¡zania R równania:

R = PTR (12)

je±li stochastyczna macierz P jest nieredukowalna (odpowiada grafowi silnie

spójnemu) i acykliczna. Wtedy, R to gªówny wektor wªasny tej macierzy.

Graf silnie spójny: istnieje ±cie»ka mi¦dzy ka»dymi dwoma
wierzchoªkami

Macierz acykliczna - odpowiada grafowi, w którym najwi¦kszy wspólny
dzielnik dªugo±ci wszystkich nietrywialnych cykli wynosi 1

Zauwa»my, »e dodanie sztucznych linków uczyniªo graf silnie spójnym i
acyklicznym.
Metoda pot¦gowa jest wi¦c matematycznie poprawna.
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PageRank Obliczanie PageRank

Obej±cie problemu rozmiaru macierzy

Macierz P jest bardzo du»a.

Oryginalna macierz P0 (odpowiadaj¡ca uproszczonemu PageRankowi)
jest jednak rzadka - zawiera �prawie same zera�. Zmody�kowane
macierze P1 i P2 wprawdzie nie s¡ ju» rzadkie, ale zmiany w stosunku
do P0 dadz¡ si¦ wyrazi¢ poprzez pojedyncze wektory

W praktyce oznacza to, »e informacje o strukturze grafu przechowuje
si¦ w postaci list s¡siedztwa.

Rozmiar list s¡siedztwa dla grafu G(V,E) to O(|E|+|V|). (albo O(|E|)
par (¹ródªo,cel))

Pojedyncza iteracja metody pot¦gowej jest zdominowana przez
jednokrotny przegl¡d list s¡siedztwa
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PageRank Obliczanie PageRank

Szybko±¢ metody pot¦gowej

W praktyce wi¦c, pojedyncza iteracja dla grafu G(V,E) ma zªo»ono±¢
liniow¡ (O(|E|+|V|))
Co ciekawe, ilo±¢ iteracji nie zale»y silnie od |V|.
Ilo±¢ iteracji zale»y od:

wspóªczynnika decay factor

progu bª¦du t

Przy ustalonym progu bª¦du ilo±¢ iteracji metody pot¦gowej zale»y od
drugiej gªównej warto±ci wªasnej macierzy P.
Mo»na pokaza¢, »e druga gªówna warto±¢ wªasna P to wla±nie (1 - d).
Warto±¢ residuum zbiega do zera tak jak (1− d)n

W praktyce ilo±¢ iteracji nie przekracza 100 dla zupeªnie zadowalaj¡cej
precyzji.
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PageRank Usprawnienia Obliczeniowe

Usprawnienia obliczeniowe PageRank

Ze wzgl¦du na rol¦ algorytmu PageRank i pokrewnych algorytmów w
wyszukiwarkach oraz wielko±¢ danych na których one pracuj¡ intensywnie
badano usprawnienia zwi¡zane z praktycznym ich obliczaniem:

efektywne obliczanie w ograniczonej pami¦ci (podziaª grafu)

adaptacyjne obliczanie (wykorzystanie niejednorodnej zbie»no±ci na
poszczególnych wierzchoªkach grafu)

wykorzystanie matematycznych wªasno±ci równania PageRank (druga
warto±¢ wªasna)

wykorzystanie blokowej struktury grafu WWW do równolegªego
obliczania PageRank

przyspieszone obliczanie po niewielkich mody�kacjach grafu WWW
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PageRank Usprawnienia Obliczeniowe

Problem �zwisaj¡cych linków�

Nie jest mo»liwe posiadanie grafu caªego WWW - ma si¦ jedynie dost¦p do
jego cz¦±ci uzyskanej w procesie crawlowania.
W zwi¡zku z tym, problem stanowi �brzeg� crawla - ta cz¦±¢ dokumentów,
do których odkryto linki, ale których nie zd¡»ono ±ci¡gn¡¢. Linki takie
nazywa si¦ �zwisaj¡cymi� (ang. dangling).
Niestety, brzeg crawla ro±nie w czasie i jego rozmiar zwykle przekracza
rozmiar ±ci¡gni¦tego grafu, dla du»ych crawli.
Aby to obej±¢ przed liczeniem PageRank mo»na usun¡¢ w i iteracjach (ok.
5) zwisaj¡ce linki aby doda¢ je z powrotem do grafu w ostatnich i
iteracjach metody pot¦gowej.
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PageRank Status prawny

Status algorytmu PageRank

PageRank jest opatentowany w USA:

Method for node ranking in a linked database
Inventor: Lawrence Page
Assignee: The Board of Trustees of the Leland Stanford Junior
University
US Patent 7,058,628
Granted June 6, 2006
Filed July 2, 2001

Filed January 9, 1998 and granted September 4, 2001:
Method for node ranking in a linked database

Filed July 6, 2001, and granted September 28, 2004:
Method for scoring documents in a linked database
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PageRank Status prawny

Znaczenie PageRank

Nowatorski w 1998 roku algorytm PageRank zrewolucjonizowaª rynek
wyszukiwarek.

Niewielka, dysponuj¡ca niewielkim bud»etem wyszukiwarka zacz¦ªa
skutecznie rywalizowa¢ z ówczesnymi gigantami dzi¦ki pomysªowemu
algorytmowi, który potra�ª efektywnie i trafnie automatycznie porz¡dkowa¢
wyniki wyszukiwania.

Obecnie, znaczenie klasycznego algorytmu PageRank w porz¡dkowaniu
wyników zmniejszyªo si¦, gdy» wynaleziono techniki �oszukiwania� i jego
(mimo, »e z zaªo»enia nale»y do bardziej odpornych na manipulacje).
Aktualna wersja u»ywana przez wyszukiwark¦, w której powstaª nie jest
oczywi±cie publicznie znana i jest zaledwie jednym z wielu czynników
uwzgl¦dnianych przy obliczaniu rankingu.
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Rozszerzenia

Rozszerzenia PageRank

Ze wzgl¦du na swoje znaczenie historyczne, praktyczne zastosowania i
ciekawe wªasno±ci matematyczne algorytm PageRank doczekaª si¦
ogromnej ilo±ci wariantów i rozszerze«.

Do wa»nych rozszerze« nale»¡ m.in.:

wersje personalizowane

Topic-sensitive PageRank (czyli zale»ny od kontekstu zapytania)

Trust-Rank, i Anti-TrustRank, (zastosowania w zwalczaniu spamu)

rozmaite wersje rozszerzaj¡ce model losowego internauty

Marcin Sydow (PJWSTK) Wyszukiwanie i Przetwarzanie Informacji WWW 26 / 34



Rozszerzenia

Personalizacja

Klasyczna wersja PageRank pozwala na prost¡ i efektywn¡ obliczeniowo
�personalizacj¦� za pomoc¡ odpowiedniej mody�kacji �wektora ucieczki�. W
klasycznej wersji jest on jednorodny, ale ju» w pierwszej, oryginalnej
publikacji na temat PageRank rozwa»ano t¦ mo»liwo±¢.

Personalizacja w tym wypadku polega na odpowiednim zwi¦kszeniu
prawdopodobie«stw przej±cia do dokumentów �bardziej interesuj¡cych�
kosztem zmniejszenia pozostaªych prawdopodobie«stw.

Pomysª rozwi¡zania problemu skalowalno±ci masowej personalizacji
wektorów ucieczki jest zaprezentowany w: G.Jeh et al. �Scaling
Personalized Web Search�, WWW Conference 2003 (best paper award)
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Rozszerzenia

Topic-Sensitive PageRank

Klasyczny PageRank jest �statyczny� tzn. niewra»liwy na kontekst
zapytania przychodz¡cego do wyszukiwarki.

Zaproponowano wersj¦ �kontekstow¡� - wra»liw¡ na temat zapytania.
Ranking dokumentu zale»y wtedy nie tylko od struktury linków ale i od
tematu zapytania.

T.Haveliwala �Topic-Sensitive PageRank: A Context-Sensitive Ranking
Algorithm for Web Search�, WWW Conference 2002
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Rozszerzenia

TSPR - Idea

W klasycznym PageRanku liczy si¦ (przed przetwarzaniem zapytania) 1
wektor rankingu dla wszystkich dokumentów w kolekcji WWW.

W wersji Topic-Sensitive zaproponowano policzenie wielu wektorów

(oryginalnie 16) - ka»dy z innym wektorem ucieczki - specjalnie dobranym
do wybranej, �reprezentacyjnej� grupy tematycznej. Oryginalnie
zaproponowano wykorzystanie 16 gªównych kategorii ODP (Open Directory
Project).

Przy obliczaniu rankingu dokumentu w kontek±cie zapytania q, bierze si¦
kombinacj¦ liniow¡ 16 rankingów, gdzie wspóªczynniki wyra»aj¡ �blisko±¢�
zapytania q do ka»dego z 16 skªadników tematycznych.

W pracy wykazano eksperymentalnie efektywno±¢ tego podej±cia i jego
przewag¦ jako±ciow¡ nad klasycznym algorytmem PageRank.
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Rozszerzenia

Rozszerzanie modelu losowego internauty

Innym kierunkiem rozszerzania klasycznego algorytmu PageRank jest
rozszerzanie bazowego modelu losowego inernauty poprzez dozwalanie na
wi¦cej akcji (ni» wybór linku i skok do losowej strony)

Na przykªad, oprócz 2 w/w akcji bardzo cz¦sto wykonywan¡ akcj¡ w
przegl¡darkach jest u»ycie klawisza �wstecz� (ang. �back-button�).

Okazuje si¦, »e da si¦ tak zmody�kowa¢ klasyczny model, »eby rozwi¡zanie
byªo matematycznie zbie»ne i zarazem efektywnie obliczalne na du»ych
grafach (mimo, »e wynikowy proces nie jest ju» ªa«cuchem Markowa).
Algorytm (RBS) pracuje na rzeczywistych grafach WWW. (�Random Surfer
with back-step�, M.Sydow, WWW Conference 2004, (oraz Fundamenta
Informaticae, 2005))
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Porównanie HITS i PageRank

Porównanie HITS z PageRank

Algorytm rankingowy HITS ma wiele podobie«stw do PageRank.
Podobie«stwa:

U»ywa struktury linków (pierwszego rz¦du) do automatycznego
obliczenia warto±ci strony w gra�e WWW.

matematycznie sprowadza si¦ do obliczenia gªównych wektorów
wªasnych pewnych macierzy powstaªych z macierzy s¡siedztwa grafu

Ró»nice:

HITS oblicza ranking dynamiczny � dziaªa w kontek±cie konkretnego
zapytania, a PageRank dziaªa niezale»nie od zapyta« (ranking
statyczny)

HITS (oprócz autorytetu) modeluje poj¦cie koncentratora. PageRank
daje dobre rezultaty bez tego (by¢ mo»e dobre koncentratory w
praktyce szybko staj¡ si¦ dobrymi autorytetami
[Chakrabarti, �Mining the Web�]).
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Porównanie HITS i PageRank

Stabilno±¢ i odporno±¢ na manipulacje

W HITS tempo zbie»no±ci (podobnie jak w PageRank) zale»y od tego jak
daleko druga warto±¢ wªasna le»y od gªównej.
PageRank jest znacznie stabilniejszy od HITS.
Matematyczna analiza stabilno±ci HITS w porównaniu z PageRank:

Ng, A. and A.Zheng and M.Jordan, �Stable Algorithms for Link
Analysis�, Proceedings of SIGIR'01, 2001

Ng, A. and A.Zheng and M.Jordan, �Link analysis, eigenvectors and
stability�, Ijcai, pp. 903-910, 2001

Jak wspominali±my HITS jest ªatwo podatny na manipulacje.
Aby sztucznie zwi¦kszy¢ warto±¢ autorytatywno±ci jakiej± strony s
wystarczy:

1 Stworzy¢ wiele stron linkuj¡cych do dobrych autorytetów (udaj¡
naturalne koncetratory)

2 Doda¢ linki z owych �sztucznych� koncentratorów do strony s
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Zadania

Na zaliczenie tego wykªadu:

1 Idea PageRank

2 3 perspektywy

3 Uproszczony PageRank i jego wady

4 �Realny� PageRank

5 Równanie PageRank i warunki jego rozwi¡zalno±ci

6 Algorytm Pot¦gowy obliczania PageRank

7 Problem �zwisaj¡cych� linków

8 Rozszerzenia PageRank

9 Personalizacja i Topic-Sensitive PageRank

10 Porównanie HITS i PageRank
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Zadania

Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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