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Sieci przepªywowe

Sie¢ przepªywowa ze ¹ródªem s i uj±ciem t to graf
skierowany G = (V ,E ) z wymiernymi, nieujemnymi wagami na
kraw¦dziach danymi przez funkcj¦ c : E ← Q+, przy czym
indeg(s) = 0 i outdeg(t) = 0. Wag¦ c(e) kraw¦dzi e ∈ E

nazywamy przepustowo±ci¡ kraw¦dzi.

przykªad

Uwaga: zagadnienie dla sieci z wieloma ¹ródªami/uj±ciami
mo»na zredukowa¢ do zagadnienia z jednym ¹ródªem i jednym
uj±ciem poprzez naturalne dodanie super¹ródªa i superuj±cia.

przykªad

Czasami rozpatruje si¦ te» sieci przepªywowe z przepustowo±ci¡ wierzchoªków.

Takie zagadnienie równie» mo»na ªatwo zredukowa¢ do zwykªych sieci

przepªywowych (poprzez zast¡pienie ka»dego wierzchoªka par¡ wierzchoªków

poª¡czonych jedn¡ kraw¦dzi¡ o odpowiedniej przepustowo±ci).



Grafy i Zas-

tosowania

c©Marcin

Sydow

Przepªywy

Podsumowanie

Przepªyw w sieci

Przepªyw w sieci G z funkcj¡ przepustowo±ci c to taka funkcja
f : E ← Q+ ∪ {0}, która speªnia warunki:

f (e) ≤ c(e) dla ka»dej kraw¦dzi e ∈ E

(nieprzekraczalno±¢ przepustowo±ci)

dla ka»dego wierzchoªka poza s i t zachodzi:∑
u∈In(v) f ((u, v)) =

∑
u∈Out(v) f ((v , u))

(prawo zachowania przepªywu w w¦zªach)

(przez In(v) oznaczamy zbiór wierzchoªków b¦d¡cych pocz¡tkami

kraw¦dzi, których ko«cem jest v . Out(v) de�niujemy analogicznie)

Kraw¦d¹ e, dla której f (e) = c(e) nazywamy nasycon¡.
przykªad
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Maksymalny przepªyw

Warto±ci¡ przepªywu f , oznaczan¡ jako |f |, nazywamy sum¦
warto±ci przepªywu na wszystkich kraw¦dziach maj¡cych ¹ródªo
jako pocz¡tek (lub maj¡cych uj±cie jako koniec, co daje t¦ sam¡

liczb¦)

przykªad

Przepªyw maksymalny dla danej sieci do dowolny przepªyw
maj¡cy maksymaln¡ mo»liw¡ warto±¢.

przykªad

Zagadnienie znajdowania maksymalnego przepªywu w sieci ma
wiele istotnych zastosowa«.
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Przekrój sieci

Przekrojem sieci nazywamy rozci¦cie w gra�e reprezentuj¡cym
sie¢, które oddziela ¹ródªo od uj±cia.

przykªad

Przepustowo±ci¡ przekroju nazywamy sum¦ przepustowo±ci
wszystkich kraw¦dzi skierowanych od skªadowej zawieraj¡cej
¹ródªo do skªadowej zawieraj¡cej uj±cie.

przykªad
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Sªaba dualno±¢ i certy�kat dla przepªywów

Zachodz¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

warto±¢ przepªywu nie mo»e by¢ wy»sza ni» przepustowo±¢
jakiegokolwiek przekroju (sªaba dualno±¢)

je±li znajdziemy taki przepªyw f i taki przekrój, »e warto±¢
przepªywu równa jest przepustowo±ci tego przekroju, to
mamy pewno±¢, »e przepªyw jest maksymalny (certy�kat
optymalno±ci)

przykªad
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Twierdzenie Forda-Fulkersona (silna dualno±¢)

Twierdzenie (Ford-Fulkerson, 1955):
Warto±¢ maksymalnego przepªywu w ka»dej sieci zawsze równa
jest minimalnej warto±ci przekroju w tej sieci.

przykªad

Powy»sze minimaksowe twierdzenie daje eleganck¡ charakteryzacj¦
przepªywu maksymalnego, ale nie musi by¢ najwygodniejsz¡ metod¡
algorytmicznego znajdowania maksymalnego przepªywu.

Wi¦kszo±¢ znanych algorytmów dla tego zadania opartych jest na

pomocnicznym poj¦ciu ±cie»ki powi¦kszaj¡cej przepªyw.
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�cie»ka powi¦kszaj¡ca przepªyw

�cie»ka powi¦kszaj¡ca dany przepªyw f to taka ±cie»ka
nieskierowana (tzn. kraw¦dzie mog¡ by¢ skierowane dowolnie) i
prosta od ¹ródªa do uj±cia, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

ka»da kraw¦d¹ e skierowana od ¹ródªa do uj±cia jest
nienasycona

dla ka»dej kraw¦dzi ±cie»ki e skierowanej przeciwnie (od
uj±cia do ¹ródªa) f (e) > 0.

Interpretacja: w takim wypadku na ka»dej kraw¦dzi e
pierwszego typu mo»na potencjalnie powi¦kszy¢ przepªyw o
warto±¢ c(e)− f (e), a na pozostaªych mo»na potencjalnie
zmniejszy¢ �cofanie� przepªywu o warto±¢ f (e). Caªy przepªyw
mo»na wi¦c powi¦kszy¢ o minimum z tych warto±ci na caªej
±cie»ce.

przykªad
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Algorytm znajdowania maksymalnego przepªywu

Twierdzenie:
Przepªyw w danej sieci jest maksymalny ⇔ nie istnieje »adna
±cie»ka powi¦kszaj¡ca ten przepªyw.

(dowód wynika z wªasno±ci poj¦cia ±cie»ki powi¦kszaj¡cej)

Idea algorytmu: rozpoczyna od przepªywu zerowego i
nast¦pnie w ka»dej iteracji znajduje pewn¡ ±cie»k¦
powi¦kszaj¡c¡ przepªyw. Algorytm ko«czy dziaªanie gdy nie
istnieje ju» »adna ±cie»ka powi¦kszaj¡ca.

Uwaga: zªo»ono±¢ czasowa znalezienia ±cie»ki powi¦kszaj¡cej
wynosi O(E )
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Naiwna implementacja algorytmu

Efektywno±¢ powy»szego algorytmu zale»y od efektywno±ci
znajdowania kolejnych ±cie»ek powi¦kszaj¡cych.

Zauwa»my, »e gdy przepustowo±ci wszystkich kraw¦dzi s¡
liczbami caªkowitymi, to ka»da ±cie»ka powi¦kszaj¡ca powi¦kszy
przepªyw o conajmniej 1.

Mo»na pokaza¢, »e przy naiwnej implementacji (tzn. gdy
algorytm znajduje jak¡kolwiek ±cie»k¦ powi¦kszaj¡c¡ w ka»dej
iteracji) w pesymistycznym przypadku trzeba wykona¢ a» tyle
iteracji, ile wynosi maksymalny przepªyw, nawet dla maªych
grafów (niekoniecznie zale»y to od rozmiaru grafu, ale od
przepustowo±¢i kraw¦dzi!).

przykªad
Zªo»ono±¢ takiego algorytmu jest wi¦c O(m|f ∗|), gdzie f ∗ to
maksymalny przepªyw, m = |E |.



Grafy i Zas-

tosowania

c©Marcin

Sydow

Przepªywy

Podsumowanie

Problemy z naiwn¡ implementacj¡

Co wi¦cej, gdy przepustowo±ci mog¡ by¢ liczbami
niewymiernymi, powy»szy algorytm mo»e w istocie nigdy si¦ nie

zatrzyma¢ (pocz¡wszy od pewnej iteracji b¦dziemy powi¦kszali
przepªyw o coraz mniejszy uªamek)
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Algorytm Edmonda-Karp'a

Aby zaradzi¢ temu problemowi mo»na znajdowa¢ kolejne ±cie»ki
powi¦kszaj¡ce u»ywaj¡c algorytmu BFS, tzn w ka»dej iteracji
stara¢ si¦ znale¹¢ najkrótsz¡ ±cie»k¦ powi¦kszaj¡c¡ od ¹ródªa do
uj±cia.

Algorytm taki ma zªo»ono±¢ O(n ·m2).



Grafy i Zas-

tosowania

c©Marcin

Sydow

Przepªywy

Podsumowanie

Ulepszone algorytymy maksymalnego przepªywu

Istniej¡ bardziej skomplikowane algorytmy znajduj¡ce
maksymalny przepªyw.

Niektóre z nich oparte s¡ na poj¦ciu tzw przed-przepªywu (ang.
pre-�ow) i dopuszczaj¡ nieco rozlu¹nione warunki poprawno±ci w
trakcie poszukiwania maksymalnego przepªywu, tzn wierzchoªki
sieci mog¡ chwilowo gromadzi¢ nadmiar przepªywu. Na ko«cu
jednak dziaªania tego typu algorytmów znaleziony maksymalny
przepªyw speªnia klasyczn¡ de�nicj¦ podan¡ wcze±niej.

Taka implementacja (du»o bardziej skomplikowana) mo»e da¢
zªo»ono±¢ O(n2m), a wi¦c znacznie lepiej ni» poprzednio.

Istnieje nawet jeszcze bardziej dopracowana implementacja
algorytmu o zªo»ono±ci O(n3).
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Przepªywy a skojarzenia maksymalne

Mo»na zauwa»y¢, »e zagadnienie skojarzenia maksymalnego w
gra�e dwudzielnym G = (V1 ∪ V2,E ) mo»na zredukowa¢ do
zagadnienia przepªywu maksymalnego w pewnym gra�e.

Konstrukcja jest nast¦puj¡ca:

dodajemy 2 wierzchoªki: ¹ródªo i uj±cie. �ródªo ª¡czymy
kraw¦dziami skierowanymi do wszystkich wierzchoªków z
V1 a uj±cie kraw¦dziami skierowanymi od wszystkich
wierzchoªków z V2.

wszystkim kraw¦dziom oryginalnego (nieskierowanego)
grafu nadajemy skierowanie od V1 do V2

nadajemy wszystkim kraw¦dziom przepustowo±¢ 1

Wtedy kraw¦dzie u»yte w maksymalnym przepªywie w takim
zmody�kowanym gra�e wyznaczaj¡ maksymalne skojarzenie w
oryginalnym gra�e.
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Przykªadowe ¢wiczenia

znajd¹ ±cie»k¦ powi¦kszaj¡c¡ w podanej sieci z przepªywem

znajd¹ przepªyw maksymalny w podanej sieci
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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