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Graf Planarny
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Graf planarny to taki graf, ktéry mozna narysowac na
Planarnosé ptaszczyznie bez przecieé¢ krawedzi.

Rysunek taki nazywamy rysunkiem ptaskim (lub grafem
pfaskim)

Uwaga: graf planarny moze by¢ narysowany w sposéb, ktéry
niekoniecznie jest grafem ptaskim

przyktad

Uwaga: dowolny graf planarny prosty mozna narysowac tak, ze
wszystkie krawedzie s3 odcinkami prostymi.



Zastosowania pojecia planarnosci
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Przyktadowe zastosowania pojecia planarnosci:

Planarnosé

m Projektowanie bezkolizyjnych drég, linii kolejowych,
skrzyzowan, etc. przy najmniejszej mozliwej liczbie
mostéw, wiaduktdw, etc.

m Projektowanie uktadéw elektronicznych i sposobdéw ich
wykonania

m Algorytmy automatycznej wizualizacji (rysowania) graféw




Grafy Kuratowskiego
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©Marcin Twierdzenie:

Grafy Ks i K33 nie sa planarne (tzw. grafy Kuratowskiego)
Planarnose (dowsd polega na bezposrednim sprawdzeniu wszystkich
mozliwosci narysowania)

Proste obserwacje:
m kazdy podgraf grafu planarnego jest planarny
m graf zawierajacy jako podgraf graf nieplanarny sam jest

nieplanarny

Whiosek: Jesli graf zawiera graf Kuratowskiego jako podgraf to
jest nieplanarny.
(warunek wystarczajacy nieplanarnosci)



Homeomorfizm

Grafy i Zas-
tosowania

. Dwa grafy s3 homeomorficzne < oba mozna uzyskac z
pewnego grafu poprzez wstawianie wierzchotkéw stopnia 2
wewnatrz ich krawedzi.

Planarnosé

przyktad

Uwaga: homeomorfizm pomiedzy grafami jest relacja
réwnowaznosci. Interpretacja graféw wzajemnie
homeomorficznych jest taka, ze s3 podobne topologicznie

Uwaga: homeomorfizm pochodzi z topologii (dziedzina
matematyki) i oznacza wzajemnie jednoznaczng funkcje
pomiedzy dwoma rozmaitosciami taka, ktéra jest ciagta i jej
odwrotnos¢ tez jest ciagta (czyli nie “rozrywa” ani nie “skleja”)

przyktad



Twierdzenie Kuratowskiego

Mkl Twierdzenie Kuratowskiego (1930):

©Marcin (charakteryzacja graféw planarnych)

Graf jest planarny < nie zawiera podgrafu homeomorficznego z
K5 ani z K373

Planarnosé
(dowdd nie jest fatwy)

Graf G jest Sciagalny do grafu H < H mozna otrzymac przez
kolejne sciagniecia krawedzi grafu G.

Twierdzenie (druga charakteryzacja planarnosci):
Graf jest planarny < nie zawiera podgrafu $ciagalnego do Ks
ani do K3’3

przyktad: pokaza¢, ze graf Petersena nie jest planarny (najpierw
sprébowac z tw. Kuratowskiego a potem z drugiego
twierdzenia)



Liczba przeciec¢
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Liczba przeciet¢ cr(G) grafu G, to najmniejsza mozliwa liczba
Planarnoéé przecie¢ krawedzi w dowolnym rysunku grafu G na ptaszczyznie.

przyktad: cr(Ks) =7, cr(Kz3) =7

Liczba przecie¢ moze by¢ interpretowana jako miara
“nieplanarnosci” grafu (np. dla grafu planarnego G, cr(G) =0,
etc.)

przyktad: graf Petersena, i Ks3 ma liczbe przecie¢ réwng 2



Grafy zewnetrznie planarne
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Graf nazywamy zewnetrznie planarnym < mozna go tak
narysowac na ptaszczyznie bez przecie¢ krawedzi, ze wszystkie
wierzchotki lezg na zewnetrznym obrzezu.

Planarnosé

przyktad

Twierdzenie:

Graf jest zewnetrznie planarny < nie zawiera grafu
homeomorficznego z Ky ani K>3 ani éciggalnego do zadnego z
nich.



Sciany grafu ptaskiego
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Sciang grafu ptaskiego nazywamy dowolny maksymalny obszar
spéjny nie bedacy czescig grafu (krawedzig ani wierzchotkiem)
w tym rysunku ptaskim.

Tw. Eulera
Jedyna Sciane nieograniczong nazywamy $ciang nieskonczona
dla tego rysunku ptaskiego.

przyktad

Uwaga: to, ktéra Sciana jest nieskonczona w danym grafie
zalezy tylko od sposobu narysowania



Rzut stereograficzny

e m kfadziemy sfere na ptaszczyznie
m rysujemy dowolny obiekt na sferze (Uwaga: nie mozna
tylko rysowac po wierzchotku sfery)
m rzut stereograficzny stanowi cien jaki rzucatby rysunek
gdyby umiesi¢ punktowe zrédfo swiatta w wierzchotku sfery

Tw. Eulera
przyktad

Zauwazmy, ze poprzez przesuniecie na sferze rysunku grafu tak,
aby pewna $ciana zawierata wierzchotek sfery, czynimy ja sciang
nieskonczona w rzucie na ptaszczyznie.

m istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy
punktami sfery (poza wierzchotkiem) a punktami pfaszczyzny

m okregi przechodzace przez wierzchotek odpowiadaja prostym na
ptaszcyznie (nieprzecinajace sie - prostym réwnolegtym), a inne
okregi - okregom

® czemu na ptaszczyznie odpowiada wierzchotek sfery?



Twierdzenie Eulera
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Twierdzenie (Euler, 1750):
Jesli G jest dowolnym rysunkiem ptaskim spéjnego grafu
planarnego, to zachodzi nastepujacy wzér:

Tw. Eulera

n—m+f=2

gdzie: f to liczba Scian w tym rysunku, m jest liczba krawedzi, a n
liczba wierzchotkéw

(dowdd: tatwy przez indukcje po liczbie krawedzi, trywialnie dla
drzew)

przyktad

Uwaga: twierdzenie powyzsze dziata takze dla graféw, ktére nie sa
proste



Twierdzenie Eulera, c.d.
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Twierdzenie powyzsze nazywane jest takze twierdzeniem o
wieloscianach (przez rzut stereograficzny dziata takze dla
Tw. Eulera graféw bedacych szkieletami wielosciandw, gdzie kazda sciana
ograniczona jest wielokatem, ktére s 3-spojne)

przyktad
Whioski:
m liczba Scian nie zalezy od rysunku

m kazda z liczb n, m, f jest jednoznacznie wyznaczona przez
2 pozostate (dla rysunkéw ptaskich graféw planarnych)



Ograniczenia liczby krawedzi
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Z twierdzenia Eulera mozna wyprowadzi¢ uzyteczne wnioski o
maksymalnej liczbie krawedzi w spéjnych grafach planarnych
(oczywiscie dotycza tylko graféw prostych)

Whiosek (z tw. Eulera): jesli G jest sp6jnym, prostym grafem
planarnym majacym n > 3 wierzchotkéw, to:

Tw. Eulera

m jego liczba krawedzi m spetnia: m < 3n—6
m jesli ponadto G nie zawiera tréjkatéw (3, to zachodzi:
m<2n-—4

dowdd: dla kazdej Sciany zachodzi 2m > 3f (a jesli nie ma trojkatow,
to nawet 2m > 4f), gdyz kazda Sciana ograniczona jest przez co
najmniej 3 krawedzie (odpowiednio: 4 krawedzie), a kazda krawedz
rozdziela conajwyzej 2 Sciany. Teza wynika teraz z podstawienia do
wzoru w twierdzeniu Eulera.



Dalsze wnioski
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Whiosek:
Grafy Ks i K33 sa nieplanarne.

(wynika z poprzedniego wniosku)

Tw. Eulera

Twierdzenie:

Kazdy graf planarny prosty zawiera co najmniej jeden
wierzchotek stopnia niewiekszego niz 5.

(dowéd: mozna ograniczy¢ do sktadowych spéjnych o
conajmniej 3 wierzchotkach. Gdyby wszystkie stopnie byty co
najmniej 6, to dawatoby 6n < 2m, czyli 3n < m, ale przeciez
m < 3n — 6, co dawatoby sprzecznos¢)



Grubos¢ grafu

Pl Grubosc t(G) grafu G to najmniejsza liczba “przezroczystych

warstw” zawierajacych rysunki ptaskie podgraféw G, ktére
“ztozone” datyby graf G. Jest to inna miara “nieplanarnosci”
grafu.

Tw. Eulera

przyktad (Ks, K33, Ks maja grubos¢ 2)

Zagadnienie to ma zastosowania np. w elektronice. Grubos¢
oznacza na ilu co najmniej ptytkach trzeba drukowa¢ dany
uktad scalony, aby przewody nie przecinaty sie (nie posiadaja
one izolacji)

przyktad

Twierdzenie (G - prosty, n > 3):
m £(G) > [m/(3n —6)]
mt(G)>|(m+3n—7)/(3n—6)]



Inne powierzchnie
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Mozna rozpatrywac inne powierzchnie (rozmaitosci
topologiczne) niz ptaszczyzna 2-wymiarowa, takie jak np. torus

Inne
powierzchnie

przyktad
Okazuje sie, ze liczba przecie¢ cr(G) grafu moze zaleze¢ od
powierzchni na jakiej rysujemy graf.

Fakt:
grafy Ks i K33 daja sie narysowac bez przecie¢ na torusie



Genus powierzchni
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Powierzchnia ma genus wynoszacy g jesli jest homeomorficzna
ze sferg z “doklejonymi” g “uchwytami”

przyktad

o Genus grafu to najnizszy mozliwy genus powierzchni, na ktére;j
Gl mozna dany graf narysowa¢ bez przecie¢ krawedzi.

przyktad (grafy Kuratowskiego maja genus 1)

Twierdzenie:

Genus grafu G jest niewiekszy od jego liczby przecie cr(G)
(dowéd: kazdego potencjalnego przeciecia krawedzi, mozna
unikna¢ rysujac jedng krawedz na uchwycie a druga pod
uchwytem, analogicznie do bezkolizyjnych skrzyzowan)



Uogdlnienie twierdzenia Eulera
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Twierdzenie:

Jesli G jest spéjnym grafem o genusie g to zachodzi:
n—m+f=2-2g
:Jnor:l:ierzchnie

(idea dowodu wcale nie jest trudna - przez “usuwanie uchwytéw')-
przyktad

Uwaga: Istnieje tez ciekawe uogélnienie twierdzenia
wynikajacego z tw. Kuratowskiego méwigce, ze dla kazdego
genusu g istnieje skonczona liczba “zabronionych” podgraféow
(tak jakich jak grafy Kuratowskiego dla genusu 0)



Graf geometrycznie dualny
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Graf (geometrycznie) dualny G* do grafu ptaskiego G:
m zastepujemy kazda sciane G wierzchotkiem w G*

m kazde 2 wierzchotki w G* taczymy krawedziag w G* <
istnieje odpowiadajaca im krawedz w G, ktéra rozgranicza
odpowiednie sciany w G.

Dualno$é przyk+ad

Uwaga: jesli 2 Sciany maja kilka krawedzi rozgraniczajacych to
graf dualny nie jest prosty.

przyktad

Twierdzenie:
Jesli G jest spéjnym grafem ptaskim, to G** (dualny do
dualnego do G), jest izomorficzny z G.



Dualnos¢ cykli i rozcie¢
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(obserwacja: graf dualny G* ma doktadnie tyle samo krawedzi co G,
a Sciany zamieniaja role z wierzchotkami)

Twierdzenie:

Jedli G jest planarny a G* jest geometrycznie dualny do G, to
dowolny zbiér krawedzi w G tworzy cykl w G < odpowiadajacy mu
Dualnosé zbiér krawedzi w G* stanowi rozciecie w G*

Whiosek:
Kazde rozciecie w G odpowiada cyklowi w G*.

Uwaga: powyzsze twierdzenie ma zwigzek z niezwyktymi
wiasnosciami “dualnosci” cykli i rozcie¢ obserwowanymi w kontekscie
cykli i rozcie¢ fundamentalnych.



Planarnos¢ a graf abstrakcyjne dualny
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Graf G* jest abstrakcyjne dualny do grafu G < istnieje taka
wzajemnie jednoznaczna relacja miedzy zbiorami krawedzi G i
G*, ze cykle w G odpowiadajg krawedziom w G*.

Uwaga: jest to definicja niezalezna od rysunku grafu.

Twierdzenie:
G* jest abstrakcyjne dualny do G < G jest abstrakcyjne dualny
do G*

Twierdzenie:
Graf G jest planarny < istnieje graf abstrakcyjnie dualny do G

Dualno$é

(Jest to alternatywna do twierdzenia Kuratowskiego charakteryzacja
graféw planarnych)



Podsumowanie
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Planarnosé

Twierdzenie Kuratowskiego

Wtasnosci planarnosci

Podsumowanig

]
]
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m Twierdzenie Eulera
m Grafy na innych powierzchniach
]

Pojecie dualnosci geometrycznej i abstrakcyjnej



Przyktadowe ¢wiczenia
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sprawdzi¢, czy dany (niewielki) graf jest planarny

sprawdzi¢, czy dane grafy sa homeomorficzne lub jeden
$ciggalny do drugiego
oszacowa¢ t(G), cr(G) dla danego grafu

Podsumowanig

obliczyc liczbe $cian danego grafu planarnego

wykonac rzut stereograficzny danego grafu

znalez¢ graf dualny do danego grafu
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Dziekuje za uwage

Podsumowanig
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