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Graf Planarny

Graf planarny to taki graf, który mo»na narysowa¢ na

pªaszczy¹nie bez przeci¦¢ kraw¦dzi.

Rysunek taki nazywamy rysunkiem pªaskim (lub grafem
pªaskim)

Uwaga: graf planarny mo»e by¢ narysowany w sposób, który

niekoniecznie jest grafem pªaskim

przykªad

Uwaga: dowolny graf planarny prosty mo»na narysowa¢ tak, »e

wszystkie kraw¦dzie s¡ odcinkami prostymi.
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Zastosowania poj¦cia planarno±ci

Przykªadowe zastosowania poj¦cia planarno±ci:

Projektowanie bezkolizyjnych dróg, linii kolejowych,

skrzy»owa«, etc. przy najmniejszej mo»liwej liczbie

mostów, wiaduktów, etc.

Projektowanie ukªadów elektronicznych i sposobów ich

wykonania

Algorytmy automatycznej wizualizacji (rysowania) grafów
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Grafy Kuratowskiego

Twierdzenie:

Grafy K5 i K3,3 nie s¡ planarne (tzw. grafy Kuratowskiego)
(dowód polega na bezpo±rednim sprawdzeniu wszystkich

mo»liwosci narysowania)

Proste obserwacje:

ka»dy podgraf grafu planarnego jest planarny

graf zawieraj¡cy jako podgraf graf nieplanarny sam jest

nieplanarny

Wniosek: Je±li graf zawiera graf Kuratowskiego jako podgraf to

jest nieplanarny.

(warunek wystarczaj¡cy nieplanarno±ci)
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Homeomor�zm

Dwa grafy s¡ homeomor�czne ⇔ oba mo»na uzyska¢ z

pewnego grafu poprzez wstawianie wierzchoªków stopnia 2

wewn¡trz ich kraw¦dzi.

przykªad

Uwaga: homeomor�zm pomi¦dzy grafami jest relacj¡

równowa»no±ci. Interpretacja grafów wzajemnie

homeomor�cznych jest taka, »e s¡ podobne topologicznie

Uwaga: homeomor�zm pochodzi z topologii (dziedzina

matematyki) i oznacza wzajemnie jednoznaczn¡ funkcj¦

pomi¦dzy dwoma rozmaito±ciami tak¡, która jest ci¡gªa i jej

odwrotno±¢ te» jest ci¡gªa (czyli nie �rozrywa� ani nie �skleja�)

przykªad
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Twierdzenie Kuratowskiego

Twierdzenie Kuratowskiego (1930):

(charakteryzacja grafów planarnych)

Graf jest planarny ⇔ nie zawiera podgrafu homeomor�cznego z

K5 ani z K3,3

(dowód nie jest ªatwy)

Graf G jest ±ci¡galny do grafu H ⇔ H mo»na otrzyma¢ przez

kolejne ±ci¡gni¦cia kraw¦dzi grafu G .

Twierdzenie (druga charakteryzacja planarno±ci):

Graf jest planarny ⇔ nie zawiera podgrafu ±ci¡galnego do K5

ani do K3,3

przykªad: pokaza¢, »e graf Petersena nie jest planarny (najpierw

spróbowa¢ z tw. Kuratowskiego a potem z drugiego

twierdzenia)
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Liczba przeci¦¢

Liczba przeci¦¢ cr(G ) grafu G , to najmniejsza mo»liwa liczba

przeci¦¢ kraw¦dzi w dowolnym rysunku grafu G na pªaszczy¹nie.

przykªad: cr(K5) =?, cr(K3,3) =?

Liczba przeci¦¢ mo»e by¢ interpretowana jako miara

�nieplanarno±ci� grafu (np. dla grafu planarnego G , cr(G ) = 0,

etc.)

przykªad: graf Petersena, i K4,3 ma liczb¦ przeci¦¢ równ¡ 2
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Grafy zewn¦trznie planarne

Graf nazywamy zewn¦trznie planarnym ⇔ mo»na go tak

narysowa¢ na pªaszczy¹nie bez przeci¦¢ kraw¦dzi, »e wszystkie

wierzchoªki le»¡ na zewn¦trznym obrze»u.

przykªad

Twierdzenie:

Graf jest zewn¦trznie planarny ⇔ nie zawiera grafu

homeomor�cznego z K4 ani K2,3 ani ±ci¡galnego do »adnego z

nich.
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�ciany grafu pªaskiego

�cian¡ grafu pªaskiego nazywamy dowolny maksymalny obszar

spójny nie b¦d¡cy cz¦±ci¡ grafu (kraw¦dzi¡ ani wierzchoªkiem)

w tym rysunku pªaskim.

Jedyn¡ ±cian¦ nieograniczon¡ nazywamy ±cian¡ niesko«czon¡
dla tego rysunku pªaskiego.

przykªad

Uwaga: to, która ±ciana jest niesko«czona w danym gra�e

zale»y tylko od sposobu narysowania
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Rzut stereogra�czny

kªadziemy sfer¦ na pªaszczy¹nie

rysujemy dowolny obiekt na sferze (Uwaga: nie mo»na

tylko rysowa¢ po wierzchoªku sfery)

rzut stereogra�czny stanowi cie« jaki rzucaªby rysunek

gdyby umie±i¢ punktowe ¹ródªo ±wiatªa w wierzchoªku sfery

przykªad

Zauwa»my, »e poprzez przesuni¦cie na sferze rysunku grafu tak,

aby pewna ±ciana zawieraªa wierzchoªek sfery, czynimy j¡ ±cian¡

niesko«czon¡ w rzucie na pªaszczy¹nie.

istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy
punktami sfery (poza wierzchoªkiem) a punktami pªaszczyzny

okr¦gi przechodz¡c¦ przez wierzchoªek odpowiadaj¡ prostym na
pªaszcy¹nie (nieprzecinaj¡ce si¦ - prostym równolegªym), a inne
okr¦gi - okr¦gom

czemu na pªaszczy¹nie odpowiada wierzchoªek sfery?
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Twierdzenie Eulera

Twierdzenie (Euler, 1750):

Je±li G jest dowolnym rysunkiem pªaskim spójnego grafu

planarnego, to zachodzi nast¦puj¡cy wzór:

n −m + f = 2

gdzie: f to liczba ±cian w tym rysunku, m jest liczb¡ kraw¦dzi, a n
liczb¡ wierzchoªków
(dowód: ªatwy przez indukcj¦ po liczbie kraw¦dzi, trywialnie dla
drzew)

przykªad

Uwaga: twierdzenie powy»sze dziaªa tak»e dla grafów, które nie s¡
proste
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Twierdzenie Eulera, c.d.

Twierdzenie powy»sze nazywane jest tak»e twierdzeniem o

wielo±cianach (przez rzut stereogra�czny dziaªa tak»e dla

grafów b¦d¡cych szkieletami wielo±cianów, gdzie ka»da ±ciana

ograniczona jest wielok¡tem, które s¡ 3-spójne)

przykªad

Wnioski:

liczba ±cian nie zale»y od rysunku

ka»da z liczb n,m, f jest jednoznacznie wyznaczona przez

2 pozostaªe (dla rysunków pªaskich grafów planarnych)
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Ograniczenia liczby kraw¦dzi

Z twierdzenia Eulera mo»na wyprowadzi¢ u»yteczne wnioski o

maksymalnej liczbie kraw¦dzi w spójnych grafach planarnych

(oczywi±cie dotycz¡ tylko grafów prostych)

Wniosek (z tw. Eulera): je±li G jest spójnym, prostym grafem

planarnym maj¡cym n ≥ 3 wierzchoªków, to:

jego liczba kraw¦dzi m speªnia: m ≤ 3n − 6

je±li ponadto G nie zawiera trójk¡tów C3, to zachodzi:

m ≤ 2n − 4

dowód: dla ka»dej ±ciany zachodzi 2m ≥ 3f (a je±li nie ma trójk¡tów,

to nawet 2m ≥ 4f ), gdy» ka»da ±ciana ograniczona jest przez co

najmniej 3 kraw¦dzie (odpowiednio: 4 kraw¦dzie), a ka»da kraw¦d¹

rozdziela conajwy»ej 2 ±ciany. Teza wynika teraz z podstawienia do

wzoru w twierdzeniu Eulera.
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Dalsze wnioski

Wniosek:

Grafy K5 i K3,3 s¡ nieplanarne.

(wynika z poprzedniego wniosku)

Twierdzenie:

Ka»dy graf planarny prosty zawiera co najmniej jeden

wierzchoªek stopnia niewi¦kszego ni» 5.

(dowód: mo»na ograniczy¢ do skªadowych spójnych o

conajmniej 3 wierzchoªkach. Gdyby wszystkie stopnie byªy co

najmniej 6, to dawaªoby 6n ≤ 2m, czyli 3n ≤ m, ale przecie»

m ≤ 3n − 6, co dawaªoby sprzeczno±¢)



Grafy i Zas-

tosowania

c©Marcin

Sydow

Planarno±¢

Tw. Eulera

Inne

powierzchnie

Dualno±¢

Podsumowanie

Grubo±¢ grafu

Grubo±¢ t(G ) grafu G to najmniejsza liczba �przezroczystych

warstw� zawieraj¡cych rysunki pªaskie podgrafów G , które

�zªo»one� daªyby graf G . Jest to inna miara �nieplanarno±ci�

grafu.

przykªad (K5, K3,3, K6 maj¡ grubo±¢ 2)

Zagadnienie to ma zastosowania np. w elektronice. Grubo±¢

oznacza na ilu co najmniej pªytkach trzeba drukowa¢ dany

ukªad scalony, aby przewody nie przecinaªy si¦ (nie posiadaj¡

one izolacji)

przykªad

Twierdzenie (G - prosty, n ≥ 3):

t(G ) ≥ dm/(3n − 6)e
t(G ) ≥ b(m + 3n − 7)/(3n − 6)c
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Inne powierzchnie

Mo»na rozpatrywa¢ inne powierzchnie (rozmaito±ci

topologiczne) ni» pªaszczyzna 2-wymiarowa, takie jak np. torus

przykªad

Okazuje si¦, »e liczba przeci¦¢ cr(G ) grafu mo»e zale»e¢ od

powierzchni na jakiej rysujemy graf.

Fakt:

grafy K5 i K3,3 daj¡ si¦ narysowa¢ bez przeci¦¢ na torusie
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Genus powierzchni

Powierzchnia ma genus wynosz¡cy g je±li jest homeomor�czna

ze sfer¡ z �doklejonymi� g �uchwytami�

przykªad

Genus grafu to najni»szy mo»liwy genus powierzchni, na której

mo»na dany graf narysowa¢ bez przeci¦¢ kraw¦dzi.

przykªad (grafy Kuratowskiego maj¡ genus 1)

Twierdzenie:

Genus grafu G jest niewi¦kszy od jego liczby przeci¦¢ cr(G )

(dowód: ka»dego potencjalnego przeci¦cia kraw¦dzi, mo»na

unikn¡¢ rysuj¡c jedn¡ kraw¦d¹ na uchwycie a drug¡ pod

uchwytem, analogicznie do bezkolizyjnych skrzy»owa«)
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Uogólnienie twierdzenia Eulera

Twierdzenie:

Je±li G jest spójnym grafem o genusie g to zachodzi:

n −m + f = 2− 2g

(idea dowodu wcale nie jest trudna - przez �usuwanie uchwytów�)-

przykªad

Uwaga: Istnieje te» ciekawe uogólnienie twierdzenia

wynikaj¡cego z tw. Kuratowskiego mówi¡ce, »e dla ka»dego

genusu g istnieje sko«czona liczba �zabronionych� podgrafów

(tak jakich jak grafy Kuratowskiego dla genusu 0)
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Graf geometrycznie dualny

Graf (geometrycznie) dualny G ∗ do grafu pªaskiego G :

zast¦pujemy ka»d¡ ±cian¦ G wierzchoªkiem w G ∗

ka»de 2 wierzchoªki w G ∗ ª¡czymy kraw¦dzi¡ w G ∗ ⇔
istnieje odpowiadaj¡ca im kraw¦d¹ w G , która rozgranicza

odpowiednie ±ciany w G .

przykªad

Uwaga: je±li 2 ±ciany maj¡ kilka kraw¦dzi rozgraniczaj¡cych to

graf dualny nie jest prosty.

przykªad

Twierdzenie:

Je±li G jest spójnym grafem pªaskim, to G ∗∗ (dualny do

dualnego do G ), jest izomor�czny z G .
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Dualno±¢ cykli i rozci¦¢

(obserwacja: graf dualny G∗ ma dokªadnie tyle samo kraw¦dzi co G ,
a ±ciany zamieniaj¡ role z wierzchoªkami)

Twierdzenie:
Je±li G jest planarny a G∗ jest geometrycznie dualny do G , to
dowolny zbiór kraw¦dzi w G tworzy cykl w G ⇔ odpowiadaj¡cy mu
zbiór kraw¦dzi w G∗ stanowi rozci¦cie w G∗

Wniosek:
Ka»de rozci¦cie w G odpowiada cyklowi w G∗.

Uwaga: powy»sze twierdzenie ma zwi¡zek z niezwykªymi

wªasno±ciami �dualno±ci� cykli i rozci¦¢ obserwowanymi w kontek±cie

cykli i rozci¦¢ fundamentalnych.
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Planarno±¢ a graf abstrakcyjne dualny

Graf G ∗ jest abstrakcyjne dualny do grafu G ⇔ istnieje taka

wzajemnie jednoznaczna relacja mi¦dzy zbiorami kraw¦dzi G i

G ∗, »e cykle w G odpowiadaj¡ kraw¦dziom w G ∗.

Uwaga: jest to de�nicja niezale»na od rysunku grafu.

Twierdzenie:

G ∗ jest abstrakcyjne dualny do G ⇔ G jest abstrakcyjne dualny

do G ∗

Twierdzenie:

Graf G jest planarny ⇔ istnieje graf abstrakcyjnie dualny do G

(Jest to alternatywna do twierdzenia Kuratowskiego charakteryzacja

grafów planarnych)
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Podsumowanie

Planarno±¢

Twierdzenie Kuratowskiego

Wªasno±ci planarno±ci

Twierdzenie Eulera

Grafy na innych powierzchniach

Poj¦cie dualno±ci geometrycznej i abstrakcyjnej
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Przykªadowe ¢wiczenia

sprawdzi¢, czy dany (niewielki) graf jest planarny

sprawdzi¢, czy dane grafy s¡ homeomor�czne lub jeden

±ci¡galny do drugiego

oszacowa¢ t(G ), cr(G ) dla danego grafu

obliczyc liczb¦ ±cian danego grafu planarnego

wykona¢ rzut stereogra�czny danego grafu

znale¹¢ graf dualny do danego grafu
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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