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Spis zagadnie«

Wst¦p: Kojarzenie Maª»e«stw i Transwersale

Dualno±¢ i twierdzenia minimaksowe

Zbiory niezale»ne i pokrycia (Tw. Gallai)

Skojarzenia w grafach (tw. Berge'a)

Skojarzenia w grafach dwudzielnych (tw. Königa, Halla)

Pokrycia macierzy (tw. Königa-Egervary'ego)

Rozª¡czne ±cie»ki a rozci¦cia (tw. Mengera)
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Problem kojarzenia maª»e«stw

Rozwa»my graf dwudzielny G = (V1 ∪ V2,E ), gdzie

V1 reprezentuje zbiór panien,

V2 zbiór kawalerów,

kraw¦d¹ (u, v) ∈ E reprezentuje fakt, »e panna u zna
kawalera v .

Problem: czy mo»na tak skojarzy¢ pary, »eby ka»da panna
mogªa po±lubi¢ kawalera, którego zna?
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Skojarzenie (zbiór niezale»ny kraw¦dzi)

Skojarzeniem w gra�e G = (V ,E ) nazywamy podzbiór M
kraw¦dzi grafu taki, »e »adne dwie ró»ne kraw¦dzie z M nie s¡
incydentne z tym samym wierzchoªkiem (jest to równowa»ne
poj¦ciu zbioru niezale»nego kraw¦dzi).

przykªad

Skojarzenie doskonaªe to skojarzenie M takie, »e ka»dy
wierzchoªek z V jest incydentny z jak¡± kraw¦dzi¡ z M.

przykªad zastosowania: Ze zbioru wielonarodowych ochotników
wybra¢ jak najwi¦cej 2-osobowych zespoªów takich, »e ka»dy
zespóª potra� si¦ komunikowa¢ w danym j¦zyku
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Skojarzenia w grafach dwudzielnych

Skojarzenie caªkowite ze zbioru V1 w zbiór V2 w gra�e
dwudzielnym G = (V1 ∪ V2,E ) to takie skojarzenie, »e ka»dy
wierzchoªek z V1 jest incydentny z pewn¡ kraw¦dzi¡ z M.

Problem kojarzenia maª»e«stw mo»na modelowa¢ jako problem
istnienia skojarzenia caªkowitego w gra�e dwudzielnym
G = (V1 ∪ V2,E ).

Uwaga: Zagadnienie znajdowania skojarze« ma liczne
zastosowania praktyczne w problemach przydziaªu zasobów (np.
zadania do maszyn, zaj¦cia do wykªadowców, zadania do
agentów o okre±lonych kwali�kacjach, etc.)
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Skojarzenia w grafach dwudzielnych (Tw. Halla)

Twierdzenie (Hall, 1935):
Warunek konieczny i wystarczaj¡cy rozwi¡zania problemu
kojarzenia maª»e«stw to by dla ka»dego zbioru k dziewcz¡t ze
zbioru V1 wszystkie one znaªy conajmniej k chªopców ze zbioru
V2.

(dowód przez indukcj¦ po liczbie dziewcz¡t)

Twierdzenie (inne sformuªowanie tw. Halla): W gra�e
dwudzielnym G = (V1 ∪ V2,E ) istnieje skojarzenie caªkowite ze
zbioru V1 w zbiór V2 ⇔ dla ka»dego podzbioru A ⊆ V1

zachodzi N(A) ≥ |A| (gdzie N(A) oznacza zbiór wierzchoªków
s¡siednich do wierzchoªków z A, nieb¦d¡cych w A).

Twierdzenie:
Niepusty graf dwudzielny regularny ma skojarzenie doskonaªe.
(dowód wynika z tw. Halla)
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Transwersala

Rozwa»my rodzin¦ F = (S1, ..., Sm) niepustych podzbiorów
pewnego zbioru X .

transwersal¡ rodziny F nazywamy zbiór ró»nych m elementów
zbioru X wybranych po jednym z ka»dego podzbioru Si .

Transwersal¦ nazywamy te» systemem reprezentantów rodziny
F .

Twierdzenie:
Rodzina F = (S1, ..., Sm) ma transwersal¦ ⇔ suma dowolnych k

podzbiorów F ma conajmniej k elementów.

Uwaga: mo»na zauwa»y¢, »e jest to jeszcze inne sformuªowanie
tw. Halla.

przykªad
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Transwersala cz¦±ciowa

Transwersal¡ cz¦±ciow¡ rodziny F nazywamy transwersal¦
dowolnej podrodziny rodziny F .

Twierdzenie:
Rodzina F = (S1, ..., Sm) ma t-elementow¡ transwersal¦
cz¦±ciow¡ ⇔ suma dowolnych k podzbiorów F ma conajmniej
k − (m − t) elementów.

Uwaga: widoczna jest naturalna analogia mi¦dzy zagadnieniami
istnienia transwersali i istnienia skojarzenia w gra�e
dwudzielnym.
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Zjawisko dualno±ci i twierdzenia �minimaksowe�

Istniej¡ zagadnienia optymalizacyjne posiadaj¡ce specy�czn¡
cech¦ �dualno±ci�, tzn. zadanie maksymalizacji pewnej funkcji
jest równowa»ne zagadnieniu minimalizacji innej funkcji.
Do zagadnie« takich nale»¡ np.:

maksymalny niezale»ny zbiór wierzchoªków/kraw¦dzi vs
minimalne pokrycie wierzchoªkowe/kraw¦dziowe (tw. Gallai)

skojarzenie maksymalne vs pokrycie wierzchoªkowe (w gra�e
dwudzielnym) (tw. Königa)

maksymalna liczba jedynek niezale»nych w macierzy binarnej vs
minimalne pokrycie tej macierzy (tw. Königa-Egervary'ego)

maksymalna liczba ±cie»ek wierzchoªkowo/kraw¦dziowo
rozª¡cznych vs minimalny zbiór rozdzielaj¡cy/rozspajaj¡cy
(tw. Mengera)

maksymalny przepªyw w sieci vs minimalny przekrój
(tw. Forda-Fulkersona)
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Sªaba i silna dualno±¢, certy�katy optymalno±ci

W zagadnieniach tego typu istnieje na ogóª proste ograniczenie
od góry maksymalizowanej wielko±ci przez minimalizowan¡
(tzw. �sªaba dualno±¢�).

Ponadto, gdy znajdzie si¦ par¦ rozwi¡za«, dla których zachodzi
równo±¢, oznacza to optymalno±¢ obu wielko±ci równocze±nie
(tzw. istnienie �certy�katu optymalno±ci�)

Typowe dla tych zagadnie« s¡ tzw. �twierdzenia minimaksowe�,
które orzekaj¡ o równo±ci rozwi¡zania maksymalizuj¡cego jedn¡
wielko±¢ i minimalizuj¡cego drug¡ (tzw. �silna dualno±¢�)
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Dualno±¢ a programowanie liniowe

Powy»sze zagadnienie dualno±¢i zwi¡zane jest z zagadnieniem
dualno±¢i w tzw. programowaniu liniowym1.

Mo»na w ten bardzo ogólny sposób formuªowa¢ rozmaite
zagadnienia optymalizacyjne w jednolitej formie ukªadu
równa«/nierówno±ci i w naturalny sposób otrzymywa¢ pary
dualnych zagadnie«. Jest to bardzo u»yteczna technika
rozwi¡zywania zagadnie« optymalizacji dyskretnej.

1Zagadnienie to nie jest obj¦te zakresem niniejszego kursu
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Zbiór niezale»ny (i skojarzenie)

W gra�e nieskierowanym G = (V ,E ) zbiorem niezale»nym

wierzchoªków nazywamy taki podzbiór X wierzchoªków, »e
»adne dwa ró»ne wierzchoªki z X nie s¡ s¡siednie.

przykªad

Podobnie, zbiór kraw¦dzi nazywamy niezale»nym je±li »adne
dwie ró»ne kraw¦dzie nie s¡ incydentne z tym samym
wierzchoªkiem. Inn¡ u»ywan¡ nazw¡ tego poj¦cia jest
skojarzenie w gra�e.

Uwaga: ªatwo jest znale¹¢ jakikolwiek zbiór niezale»ny w gra�e
(np. jedno-elementowy).

Istnotne jest natomiast zagadnienie znajdowania zbioru

niezale»nego o maksymalnej liczno±ci

przykªad
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Zastosowania

Za pomoc¡ zbiorów niezale»nych wierzchoªków mo»na
modelowa¢ problemy polegaj¡ce na znajdowaniu optymalnych
lokalizacji pewnych obiektów przy unikaniu podanych
kon�iktów, np:

ustawianie nieszachuj¡cych si¦ wzajemnie �gur na szachownicy

umieszczanie mo»liwie du»ej liczby nadajników radiowych na
pewnym obszarze, tak, »eby nie kolidowaªy ze sob¡

lokowanie du»ych sklepów lub usªug o podobnym pro�lu
sprzeda»y lub usªug

umieszczanie np. niebezpiecznych substancji chemicznych w
s¡siaduj¡cych kontenerach, czy pomieszczeniach, etc.

Schemat rozwi¡zania: tworzymy tzw. graf kon�iktów
(wierzchoªki to mo»liwe lokalizacje, ka»da kraw¦d¹ reprezentuje
kon�ikt). Poszukiwanie rozwi¡zanie to zbiór niezale»ny o
maksymalnej liczno±ci w takim gra�e.
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Pokrycie wierzchoªkowe/kraw¦dziowe

Pokryciem wierzchoªkowym w gra�e G = (V ,E ) nazywamy
taki podzbiór X wierzchoªków, »e ka»da kraw¦d¹ z E jest
incydentna z conajmniej jednym wierzchoªkiem z X .

przykªad

Pokryciem kraw¦dziowym w gra�e G = (V ,E ) nazywamy
taki podzbiór Y kraw¦dzi, »e ka»dy wierzchoªek z V jest
incydentny z conajmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Y .

przykªad

Uwaga: oczywi±cie V jest pokryciem wierzchoªkowym a E jest
pokryciem kraw¦dziowym grafu G = (V ,E ).

Istotnym problemem jest znalezienie pokrycia o minimalnej

liczno±ci.
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Niezale»no±¢ i pokrycia

Rozwa»my nast¦puj¡ce wielko±ci w pewnym gra�e G = (V ,E )

ν(G ): maksymalna liczba kraw¦dzi niezale»nych

α(G ): maksymalna liczba wierzchoªków niezale»nych

τ(G ): minimalna liczno±¢ pokrycia wierzchoªkowego

ρ(G ): minimalna liczno±¢ pokrycia kraw¦dziowego
(zakªadamy tu, »e graf nie ma wierzchoªków izolowanych)
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Sªaba dualno±¢ niezale»no±ci i pokry¢

Fakt:
ν(G ) ≤ τ(G ) (maksymalna liczba kraw¦dzi niezale»nych jest
niewi¦ksza od minimalnej liczby wierzchoªków w pokryciu)

(dowód: ju» na same kraw¦dzie ze zbioru niezale»nego potrzeba
przynajmniej po jednym wierzchoªku pokrywaj¡cym)

Fakt:
α(G ) ≤ ρ(G ) (maksymalna liczba wierzchoªków niezale»nych
jest niewi¦ksza od minimalnej liczno±ci pokrycia kraw¦dziowego)

(dowód: ju» na same wierzchoªki ze zbioru niezale»nego
potrzeba przynajmniej po jednej kraw¦dzi pokrywaj¡cej)
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Silna dualno±¢ niezale»no±ci i pokry¢ (Tw. Gallai)

Twierdzenie:
Zbiór wierzchoªków jest pokryciem o maksymalnej liczno±ci ⇔
jego dopeªnienie jest zbiorem niezale»nym o minimalnej
liczno±ci.

Wynika z tego, »e:

α(G ) + τ(G ) = |V |

(przypomnienie:)

α(G ): maksymalna liczba wierzchoªków niezale»nych

τ(G ): minimalna liczno±¢ pokrycia wierzchoªkowego

dowód: zbiór wierzchoªków (kraw¦dzi) jest pokryciem ⇔ jego
dopeªnienie jest zbiorem niezale»nym
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Silna dualno±¢ niezale»no±ci i pokry¢ (Tw. Gallai),
c.d.

Co bardzo ciekawe, zachodzi tak»e druga, �dualna� równo±¢:

ν(G ) + ρ(G ) = |V |

(zauwa»my, »e lewa strona dotyczy kraw¦dzi a prawa
wierzchoªków!)

(przypomnienie:)

ν(G ): maksymalna liczba kraw¦dzi niezale»nych

ρ(G ): minimalna liczno±¢ pokrycia kraw¦dziowego (zakªadamy
tu, »e graf nie ma wierzchoªków izolowanych)
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Skojarzenia w grafach dwudzielnych, Tw Königa

Twierdzenie:
W gra�e dwudzielnym zachodzi: ν(G ) = τ(G ), czyli
maksymalna liczba kraw¦dzi niezale»nych (maksymalna liczno±¢
skojarzenia) jest równa minimalnej liczbie wierzchoªków w
pokryciu.
(jest to kolejny przykªad silnej dualno±ci)

przypomnienie:

ν(G ): maksymalna liczba kraw¦dzi niezale»nych

τ(G ): minimalna liczno±¢ pokrycia wierzchoªkowego
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Skojarzenia w dowolnych grafach

Droga przemienna wzgl¦dem skojarzenia M to taka droga
prosta, której kraw¦dzie na przemian nale»¡ i nie nale»¡ do
skojarzenia M.
(przyjmujemy, »e pojedyncza kraw¦d¹ jest zawsze drog¡
przemienn¡)

przykªad

Droga powi¦kszaj¡ca wzgl¦dem skojarzenia M to dowolna
droga przemienna, która nie jest cyklem, taka, »e jej ko«ce nie
s¡ ko«cami kraw¦dzi z M

przykªad

Twierdzenie (Berge, 1957):
skojarzenie jest skojarzeniem o maksymalnej liczno±ci ⇔ nie
istnieje ±cie»ka powi¦kszaj¡ca wzgl¦dem tego skojarzenia
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Skojarzenia doskonaªe (tw. Tutte'go)

Twierdzenie (Tutte, 1945):
Graf G = (V ,E ) ma skojarzenie doskonaªe ⇔ dla ka»dego
podzbioru wierzchoªków S ⊆ V zachodzi: q(G − S) ≤ |S |

gdzie: q(G − S) oznacza liczb¦ tych skªadowych spójnych
podgrafu grafu G, indukowanego przez S , które maj¡
nieparzyst¡ liczb¦ wierzchoªków.
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Tw Königa-Egervary'ego

Rozwa»my macierz binarn¡ (zawieraj¡c¡ tylko warto±ci 0 lub 1).
Lini¡ nazwiemy dowoln¡ kolumn¦ lub wiersz tej macierzy.

Twierdzenie (König-Egervary 1931):
Maksymalna liczba jedynek niele»¡cych w tej samej linii równa
jest minimalnej liczbie linii zawieraj¡cych wszystkie jedynki.

Uwaga: mo»na zauwa»y¢, »e twierdzenie to jest równowa»ne
twierdzeniu o skojarzeniu maksymalnym w gra�e dwudzielnym:
macierz to macierz incydencji rozwa»anego grafu dwudzielnego!
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Macierze binarne a transwersale

Dla rodziny F = (S1, ..., Sm) podzbiorów n-elementowego
zbioru X = (x1, ..., xn) rozwa»my odpowiadaj¡c¡ jej macierz

incydencji A(F ) tak¡, »e aij = 1 ⇔ gdy zbiór Si 3 xj a
pozostaªe wyrazy s¡ zerami.

Zauwa»my, »e twierdzenie o istnieniu transwersali wynika z
powy»szego twierdzenia.
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Rozª¡czne drogi a spójno±¢ (silna dualno±¢)

Twierdzenie Mengera (wersja kraw¦dziowa i wierzchoªkowa):
W dowolnym gra�e spójnym G , dla dowolnych nies¡siednich
wierzchoªków u, v maksymalna liczba dróg rozª¡cznych
kraw¦dziowo (wierzchoªkowo) ª¡cz¡cych u i v równa jest
minimalnej liczno±ci zbioru rozspajaj¡cego (rozdzielaj¡cego)
który oddziela wierzchoªki u i v

przykªad
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Podsumowanie

Wst¦p: Kojarzenie Maª»e«stw i Transwersale

Dualno±¢ i twierdzenia minimaksowe

Zbiory niezale»ne i pokrycia (Tw. Gallai)

Skojarzenia w grafach (tw. Berge'a)

Skojarzenia w grafach dwudzielnych (tw. Königa, Halla)

Pokrycia macierzy (tw. Königa-Egervary'ego)

Rozª¡czne ±cie»ki a rozci¦cia (tw. Mengera)
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Przykªadowe ¢wiczenia

znajd¹ maksymalne skojarzenie w podanym gra�e
dwudzielnym

znajd¹ maksymaln¡ transwersal¦ cz¦±ciow¡ w podanej
rodzinie zbiorów

oszacuj minimalne pokrycie lub maksymalny zbiór
niezale»ny w podanym gra�e (dla kraw¦dzi lub
wierzchoªków)

oszacuj maksymaln¡ liczb¦ rozª¡cznych ±cie»ek pomi¦dzy
danymi dwoma wierzchoªkami w podanym gra�e
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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