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Spis Zagadnie«

zastosowania grafów

de�nicja grafu (i skierowanego), prostego, multigrafu

s¡siedztwo i incydencja

izomor�zm grafów

stopnie wierzchoªków (w tym wej±ciowy i wyj±ciowy), lemat o
u±ciskach dªoni, sekwencja stopni

de�nicja podgrafu i grafu indukowanego

operacje na grafach (suma grafów (∪), odj¦cie wierzchoªka (−),
odj¦cie kraw¦dzi(−), ±ci¡gni¦cie kraw¦dzi \, doª¡czanie wierzchoªka
(+), dopeªnienie grafu (G ′), iloczyn kartezja«ski grafów (×)
rodziny grafów: zerowy, pusty (Ni ), peªny (Ki ), regularny, plato«ski,
petersena, ±cie»kowy (Pi ), cykliczny (Ci ), koªowy (Wi ), drabinkowy
(LDi ), hiperkostka (Qi ), dwudzielny (w tym peªny dwudzielny: Ki,j )

reprezentacje grafów (macierze s¡siedztwa i incydencji, listy
s¡siedztwa, listy kraw¦dzi)
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Zastosowania grafów

Grafy w rozlicznych zastosowaniach mog¡ modelowa¢ np:

sieci spoªeczne

sieci komputerowe

sie¢ www

sieci telekomunikacyjne

sieci poª¡cze« drogowych, kolejowych, etc.

automaty sko«czone

procesy przemysªowe, procedury, algorytmy

hierarchie, drzewa genealogiczne

sieci elektryczne

cz¡steczki chemiczne

molekuªy biologiczne

ekosystemy

przepªywy �nansowe

wymian¦ handlow¡ mi¦dzy pa«stwami

migracje ludno±ci, etc.
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Dziedziny zastosowa« grafów

informatyka

matematyka

logistyka, transport

geopolityka

obliczenia równolegªe

bio-informatyka

badania operacyjne

socjologia

telekomunikacja

analiza przepªywów �nansowych

zwalczanie przest¦pczo±ci zorganizowanej, etc.
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Uwagi ogólne (wa»ne dla slajdów caªego tego kursu)

Uwaga: wszystkie wyrazy lub frazy czcionk¡ wyró»nion¡

reprezentuj¡ poj¦cia teorii grafów pojawiaj¡ce si¦ pierwszy raz w

ich de�nicjach (de�nicje nale»y zna¢ i pami¦ta¢).

* Uwaga 2: wi¦kszo±¢ materiaªu jest zgodna z ksi¡»k¡

R.Wilsona �Wprowadzenie do teorii grafów�. Fragmenty, których

nie ma w Wilsonie, lub s¡ inne (np. ró»ne nazewnictwo) mog¡

by¢ oznaczone symbolem �*�.

Uwaga 3 (dla niematematyków): symbol ⇔ (czyt. �wtedy i

tylko wtedy�) oznacza warunek konieczny i wystarczaj¡cy
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Graf (matematyczna de�nicja grafu)

Graf (nieskierowany) to uporz¡dkowana para zbiorów:

G = (V ,E ), gdzie:

V to zbiór wierzchoªków grafu

E to zbiór kraw¦dzi grafu G.

ka»da kraw¦d¹ e = {v ,w} ze zbioru E to

nieuporz¡dkowana para wierzchoªków ze zbioru V ,

zwanych ko«cami kraw¦dzi e.

Dla kraw¦dzi e = {v ,w} ∈ E mówimy te»:

kraw¦d¹ e ª¡czy wierzchoªki v i w

wierzchoªki v i w s¡ s¡siednie w gra�e

kraw¦d¹ e jest incydentna z wierzchoªkiem v i w.

Graf nieskierowany naturalnie reprezentuje symetryczn¡ relacj¦

binarn¡ na zbiorze wierzchoªków (przykªad).

* Graf, w którym zbiory V i E s¡ puste nazywamy zerowym
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Rysunek grafu

Graf mo»na narysowa¢ na pªaszczy¹nie1 na niesko«czenie wiele

(równoznacznych) sposobów. Rysunek jest tylko sposobem

gra�cznej reprezentacji grafu.

przykªad: rysunek grafu Petersena

Nale»y odró»nia¢ graf jako obiekt abstrakcyjny od jego

rysunków.

przykªady (ró»ne rysunki tego samego grafu)

1lub innej powierzchni (np. torusie, etc.)
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Graf skierowany (digraf) (matematyczna de�nicja)

Graf skierowany to uporz¡dkowana para zbiorów: G = (V ,E ),
gdzie:

V to zbiór wierzchoªków grafu

E to zbiór (skierowanych) kraw¦dzi grafu G.

ka»da (skierowana) kraw¦d¹ e = (v ,w) ze zbioru E to

uporz¡dkowana para wierzchoªków ze zbioru V , zwanych

pocz¡tkiem i ko«cem kraw¦dzi e

Dla kraw¦dzi e = (v ,w) ∈ E mówimy te», »e kraw¦d¹ e biegnie

od v do w.(lub, »e kraw¦d¹ wychodzi z v i wchodzi do w)

Kraw¦dzie skierowane nazywamy te» ªukami.

Graf skierowany reprezentuje dowoln¡ relacj¦ binarn¡ na zbiorze

wierzchoªków.

przykªad
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Graf prosty i jego uogólnienia

graf prosty: nie ma p¦tli ani kraw¦dzi wielokrotnych (p¦tla to

kraw¦d¹ postaci (v , v), uwaga: dla grafu skierowanego

kraw¦dzie (v ,w) i (w , v) s¡ ró»ne, a wi¦c mog¡ wyst¦powa¢

obie na raz (nie jest to kraw¦d¹ wielokrotna))

przykªady

(ten kurs dotyczy gªównie grafów prostych)

* Mo»liwe uogólnienia grafu prostego:
multigraf: mo»e posiada¢ kraw¦dzie wielokrotne (pomi¦dzy t¡ sam¡
par¡ wierzchoªków)

hipergraf: hiper-kraw¦dzie moga stanowi¢ krotki wierzchoªków
(trójki, czwórki, etc. a nie tylko pary), czyli mog¡ reperezentowa¢
relacje o wy»szej arno±ci ni» 2

przykªady
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Stopie« wierzchoªka

stopie« wierzchoªka, deg(v), liczba kraw¦dzi incydentnych z

tym wierzchoªkiem.

(uwaga: W grafach nieprostych przyjmujemy, »e ka»da p¦tla

(v , v) wnosi 2 do stopnia wierzchoªka)

wierzchoªek o stopniu 0 nazywamy izolowanym

minimalny i maksymalny stopie« wierzchoªka w gra�e G

oznaczamy przez δmin(G ) i ∆(G )

graf, w którym wszystkie stopnie s¡ równe i nazywamy

regularnym stopnia i (lub i-regularnym). Graf 3-regularny

nazywamy kubicznym.
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Wybrane wªasno±ci stopni

twierdzenie:

lemat o u±ciskach dªoni: suma stopni wierzchoªków jest parzysta

wniosek:

liczba wierzchoªków nieparzystego stopnia musi by¢ parzysta

ci¡g stopni wierzchoªków (posortowany nierosn¡co)

przykªad: charakteryzacja ci¡gu wierzchoªków
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Stopnie w grafach skierowanych

stopie« wej±ciowy wierzchoªka v (indeg(v)): liczba kraw¦dzi

skierowanych, których v jest ko«cem (liczba kraw¦dzi

wchodz¡cych do v)

stopie« wyj±ciowy wierzchoªka v (outdeg(v)): liczba kraw¦dzi

skierowanych, których v jest pocz¡tkiem (liczba kraw¦dzi

wychodz¡cych z v)

tw:

suma stopni wej±ciowych w gra�e równa jest sumie stopni

wyj±ciowych

(odpowiednik lematu o u±ciskach dªoni)
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Izomor�zm grafów

Grafy G1(V1,E1) i G2(V2,E2) s¡ izomor�czne ⇔
istnieje bijekcja2 f pomi¦dzy zbiorami wierzchoªków V1 i V2,

f : V1 → V2 zachowuj¡ca kraw¦dzie, tzn. v ,w s¡ poª¡czone

kraw¦dzi¡ w gra�e G1 ⇔ f (v), f (w) s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w

gra�e G2.

przykªady

Interpretacja: grafy izomor�czne s¡ �takie same� z punktu

widzenia teorii grafów

Zastosowania: chemia (rozró»nianie cz¡steczek), patenty,

uto»samianie rysunków

przykªad

2funkcja wzajemnie jednoznaczna, tj. ró»nowarto±ciowa i �na�
(surjekcja)
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Trudno±¢ problemu izomor�zmu grafów *

Algorytm: nie jest znany efektywny3 algorytm sprawdzaj¡cy czy

dane dwa grafy s¡ izomor�czne. (Co ciekawe, problem

izomor�zmu oczywi±cie nale»y do klasy NP, ale nie wiadomo,

czy jest NP-zupeªny)

3o zªo»ono±ci co najwy»ej wielomianowej
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Podgraf i graf indukowany

Podgrafem grafu G = (V ,E ) nazywamy graf H = (V ′,E ′)
taki, »e V ′ ⊆ V i E ′ ⊆ E (czyli reprezentowany przez podzbiory

wierzchoªków i kraw¦dzi)

przykªad

Podgraf grafu G indukowany przez podzbiór V ′ ⊆ V

wierzchoªków grafu G to podgraf zawieraj¡cy wierzchoªki V ′ i
wszystkie kraw¦dzie z grafu G o ko«cach w V ′

przykªad
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Operacje na grafach (wybrane)

suma grafów (G1 ∪ G2): suma zbiorów wierzchoªków i

kraw¦dzi

odj¦cie kraw¦dzi (G − e): (V ,E \ {e})
odj¦cie wierzchoªka (G − v): odj¦cie wierzchoªka i

wszystkich kraw¦dzi z nim incydentnych

±ci¡gni¦cie kraw¦dzi (G \ e): usuni¦cie kraw¦dzi i

uto»samienie jej ko«ców

dodanie wierzchoªka G + v : dodanie wierzchoªka i kraw¦dzi

ª¡cz¡cych go z wszystkimi pozostaªymi wierzchoªkami

dopeªnienie grafu G ′: G ′ ma tylko te kraw¦dzie, które byªy

nieobecne w G

* iloczyn kartezja«ski grafów (G1 × G2): je±li

G1 = (V1,E1) i G2 = (V2,E2) to

G1 × G2 = (V1 × V2, (V1 × E2) ∪ (V2 × E1))
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Niektóre wa»ne typy grafów

pusty Nn (same wierzchoªki, pusty zbiór kraw¦dzi)

peªny Kn (wszystkie mo»liwe kraw¦dzie pomi¦dzy n

wierzchoªkami - dopeªnienie pustego)

dwudzielny (zbiór wierzchoªków da si¦ podzieli¢ na dwa

rozª¡czne podzbiory, takie »e ewentualne kraw¦dzie

wyst¦puj¡ tylko pomi¦dzy tymi zbiorami a nie wewn¡trz

nich) i peªny dwudzielny Km,n (dwudzielny maj¡cy

wszystkie mo»liwe kraw¦dzie)

±cie»kowy Pn, cykliczny Cn, koªowy Wi (cykliczny Ci z

dodatkowym wierzchoªkiem poª¡czonym ze wszystkimi z

Ci : Wi = Ci + K1)

* hiperkostka Qi (rz¦du i: wierzchoªki s¡ ci¡gami binarnymi

dªugo±ci i, s¡ s¡siednie tylko gdy ró»ni¡ si¦ jednym bitem)

* drabinkowy LDi (LDi = Pi × P2) (wygl¡da jak drabinka

o i szczebelkach)
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Reprezentacje grafów *

Oprócz de�nicji matematycznej, stosuje si¦ rozmaite

reprezentacje grafów, szczególnie u»yteczne w programach

komputerowych.

macierz s¡siedztwa

macierz incydencji

listy s¡siedztwa

lista kraw¦dzi

reprezentacja obiektowa (ró»ne rodzaje)

Uwaga: w przypadku dodatkowych etykiet lub wag kraw¦dzi lub

wierzchoªków, powy»sze reprezentacje s¡ odpowiednio

rozszerzane
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Macierz s¡siedztwa *

Dla grafu G = (V ,E ), o n wierzchoªkach macierz s¡siedztwa

grafu G : kwadratowa macierz A o n wierszach i kolumnach,

taka, »e A[i , j ] = 1 ⇔ wierzcho ªki i , j s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡,

A[i , j ] = 0 w przeciwnym przypadku.

(w przypadku p¦tli (i , i), wstawiamy warto±¢ 2 w pozycji A[i , i ])

Obserwacje:

dla grafów nieskierowanych macierz jest symetryczna

(AT = A)

dla grafów prostych przek¡tna zawiera zera

suma w wierszu: stopie« (wyj±ciowy, dla skierowanych)

suma w kolumnie: stopie« (wej±ciowy, dla skierowanych)

dla grafów skierowanych AT odpowiada �odwróceniu�

kierunków kraw¦dzi

przykªad
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Macierz incydencji *

Macierz I , gdzie wiersze odpowiadaj¡ wierzchoªkom a kolumny

kraw¦dziom. I [v , e] zawiera 1 ⇔ v jest incydentny z e. W

przeciwnym razie zawiera 0.

Dla grafów skierowanych: 1 dla wchodz¡cych, -1 dla

wychodz¡cych

przykªad

Macierze s¡siedztwa i macierze incydencji maj¡ wiele

interesuj¡cych wªasno±ci algebraicznych odnosz¡cych si¦ do

reprezentowanych grafów (m.in. tym zajmuje si¦ tzw.

algebraiczna teoria grafów)
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Listy s¡siedztwa *

Reprezentacja ta skªada si¦ z list odpowiadaj¡cych

poszczególnym wierzchoªkom. Ka»da lista rozpoczyna si¦ od

etykiety wierzchoªka, po której nast¦puje lista wierzchoªków

s¡siednich (dla grafów skierowanych: lista wierzchoªków, do

których wchodz¡ kraw¦dzie wychodz¡ce z bie»¡cego

wierzchoªka).

przykªad
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Koszt pami¦ciowy reprezentacji *

Reprezentacje ró»ni¡ si¦ istotnie m.in. ilo±ci¡ zu»ytej pami¦ci

komputera oraz zªo»ono±ci¡ czasow¡ niektórych wykonywanych

na nich operacji.

Przez rozmiar grafu rozumie si¦ par¦ (n,m), gdzie n to liczba

wierzchoªków a m to liczba kraw¦dzi grafu.

Graf nazywamy rzadkim je±li jego liczba kraw¦dzi jest �maªa�

czyli jest liniow¡ funkcj¡ n (bardziej formalnie: m = O(n), dla
ustalonego ci¡gu grafów)
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Proste wªasno±ci reprezentacji *

macierz s¡siedztwa ma zawsze rozmiar Θ(n2), niezale»nie
od liczby kraw¦dzi grafu (ma zawsze kwadratowy koszt

pami¦ciowy)

lista s¡siedztwa ma rozmiar Θ(n + m), czyli dostosowuje
si¦ do liczby kraw¦dzi (dla grafów rzadkich ma tylko koszt

liniowy)

macierz incydencji ma zawsze rozmiar Θ(n ·m)

pewne operacje s¡ szybsze na macierzy ni» na listach

s¡siedztwa (które)
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Inne reprezentacje *

lista kraw¦dzi (bardzo prosta, czytelna dla ludzi, nadaje si¦

do formatu tekstowego (ka»da kraw¦d¹ w oddzielnej linii,

nadaje si¦ do grafów dynamicznie zwi¦kszaj¡cych si¦)

obiektowa (wysokopoziomowa): ka»dy wierzchoªek i ka»da

kraw¦d¹ to obiekt; wierzchoªki mog¡ mie¢ dowi¡zania do

swoich s¡siadów i kraw¦dzi incydentnych, analogicznie

kraw¦dzie

�gd0� (niskopoziomowy format binarny): poª¡czona lista

ci¡gów identy�katorów caªkowitoliczbowych, gdzie ka»dy

ci¡g jest postaci: idi , degi , ni ,1 . . . ni ,degi
(identy�kator

wierzchoªka, jego stopie« (wyj±ciowy), ci¡g

indenty�katorów jego s¡siadów)
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Podsumowanie

zastosowania grafów

de�nicje grafu i grafu skierowanego

izomor�zm

stopnie wierzchoªków

operacje na grafach

wa»ne typy grafów

reprezentacje grafów
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Przykªadowe Zadania

de�nicje grafu, grafu skierowanego, prostego, multigrafu i
hipergrafu wraz z przykªadowymi rysunkami

stopnie wierzchoªków w grafach (i skierowanych), wªasno±ci

de�nicja izomor�zmu. Dla podanych grafów: wska» izomor�zm
lub udowodnij, »e nie s¡ izomor�czne

dla ka»dej z omawianych operacji: dokonaj jej na podanym
gra�e lub grafach

dla ka»dego z omawianych typów grafów podaj ile ma
wierzchoªków i kraw¦dzi, wykonaj rysunek (dla maªych
przykªadów)

oblicz reprezentacje podanego grafu skierowanego i
nieskierowanego (macierz s¡siedztwa i incydencji, lista
s¡siedztwa, lista kraw¦dzi)

omów wªasno±ci, wady i zalety (zªo»ono±¢ pami¦ciowa,
zªo»ono±¢ czasowa wybranych zada« obliczeniowych) ka»dej z
omawianych reprezentacji grafów

omów zªo»ono±¢ czasow¡ algorytmów zamiany jednej
reprezentacji na inn¡
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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