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Spis Zagadnie«

drogi i cykle

spójno±¢ w tym sªaba i silna

k-spójno±¢ (wierzchoªkowa i kraw¦dziowa)

dekompozycja grafu na bloki

odlegªo±ci w gra�e i poj¦cia pochodne

grafy Eulera i Hamiltona
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Drogi(±cie»ki)

droga(±cie»ka): naprzemienny ci¡g wierzchoªków i kraw¦dzi
(v0, e0, v1, eq, . . . , vk , ek , . . . , vl ) taki, »e kraw¦d¹ ek zawsze
ª¡czy wierzchoªki vk , vk+1.

(uwaga: czasami uto»samiamy drog¦ po prostu z jej podci¡giem
wierzchoªków a czasami z jej podci¡giem kraw¦dzi, je±li nie
prowadzi to do nieporozumie«)

przykªad

Analogicznie de�niujemy drog¦ skierowan¡ w gra�e
skierowanym.

Uwaga: w ró»nych podr¦cznikach istniej¡ ró»ne konwencje
nazewnicze (np. drogi/±cie»ki proste, elementarne, trasy,
marszruty, etc.).
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Drogi(±cie»ki) c.d.

droga(±cie»ka) prosta: nie powtarzaj¡ si¦ kraw¦dzie

droga(±cie»ka) elementarna: nie powtarzaj¡ si¦ wierzchoªki

przykªady

dªugo±¢ drogi: liczba jej kraw¦dzi

(przyjmiemy, »e: droga o dªugo±ci 0: pojedynczy wierzchoªek)

przykªad
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Cykle

cykl: droga/±cie»ka o dªugo±ci conajmniej 3, taka, »e v0 == vl
(pocz¡tek i koniec s¡ to»same) (droga/±cie»ka zamkni¦ta)

przykªad

analogicznie: cykl elementarny (za wyj¡tkiem pocz¡tkowego i
ko«cowego) i cykl prosty

przykªady

Obwód grafu: dªugo±¢ najkrótszego cyklu elementarnego w
gra�e

przykªad: Q3 ma obwód 4
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Spójno±¢

graf jest spójny ⇔ ka»de jego dwa ró»ne wierzchoªki s¡
poª¡czone drog¡

przypomnienie (równowa»na de�nicja): graf (niepusty) jest
spójny ⇔ nie jest sum¡ dwóch niepustych grafów

skªadowa spójna: maksymalny podgraf grafu, który jest spójny

przykªad: (dlaczego maksymalno±¢?)

liczb¦ skªadowych spójnych grafu G oznaczamy przez c(G )
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Silna spójno±¢

(dla grafów skierowanych)

Graf skierowany jest silnie spójny ⇔ dla ka»dej
uporz¡dkowanej pary ró»nych wierzchoªków istnieje droga
skierowana z pierwszego do drugiego

uwaga: silna spójno±¢ implikuje sªab¡ spójno±¢ (nie odwrotnie)

skªadowa silnie spójna: maksymalny podgraf silnie spójny

skªadowa sªabo spójna: maksymalny podgraf spójny

przykªady
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Cyklowa charakteryzacja grafów dwudzielnych

Twierdzenie:
graf jest dwudzielny ⇔ nie zawiera cykli nieparzystych

przykªad

(dowód)
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Max. i min. liczba kraw¦dzi

Twierdzenie:
Graf prosty o n wierzchoªkach i k skªadowych ma m kraw¦dzi,
gdzie:

n − k ≤ m ≤ (n − k)(n − k + 1)/2

(dowód)

wniosek: je±li graf prosty o n wierzchoªkach ma wi¦cej ni»
(n − 1)(n − 2)/2 kraw¦dzi to jest spójny
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Zbiór rozspajaj¡cy

Zbiór rozspajaj¡cy: taki zbiór kraw¦dzi grafu, po usuni¦ciu
którego graf ma wi¦cej skªadowych spójnych

przykªady

rozci¦cie: minimalny zbiór rozspajaj¡cy (»aden jego podzbiór
wªa±ciwy nie jest rozspajaj¡cy)

przykªad

most: jednokraw¦dziowe rozci¦cie

przykªad
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Spójno±¢ kraw¦dziowa

Spójno±¢ kraw¦dziowa grafu spójnego G (oznaczenie:
lambda(G )) to liczba kraw¦dzi najmniejszego rozci¦cia

przykªad

graf jest k-spójny kraw¦dziowo ⇔ k ≤ lambda(G )

przykªad:C4 jest 1-spójny kraw¦dziowo i 2-spójny kraw¦dziowo
ale nie 3-spójny kraw¦dziowo
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Zbiór rozdzielaj¡cy

Zbiór rozdzielaj¡cy to taki podzbiór wierzchoªków, po
usuni¦ciu którego (wraz z incydentnymi kraw¦dziami) graf ma
wi¦cej skªadowych spójnych

przykªad

wierzchoªek rozdzielaj¡cy (nazywany te»: punkt
artykulacji): jednoelementowy zbiór rozdzielaj¡cy
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Spójno±¢ (wierzchoªkowa) (jako liczba)

spójno±¢ (wierzchoªkowa) grafu spójnego G (oznaczana:
κ(G )) to liczba b¦d¡ca liczb¡ elementów najmniejszego zbioru
rozdzielaj¡cego

przykªad

graf jest k-spójny (wierzchoªkowo) ⇔ k ≤ κ(G )

przykªad: C4 jest 1-spójny i 2-spójny, ale nie 3-spójny
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Zastosowania k-spójno±ci (i kraw¦dziowej)

Projektowanie sieci odpornych na uszkodzenia w¦zªów lub
kraw¦dzi i analizowanie sieci pod k¡tem takich uszkodze«.

przykªad
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Bloki *

blok: maksymalny podgraf grafu nie zawieraj¡cy punktów
artykulacji (wierzchoªków rozdzielaj¡cych) dla tego podgrafu

przykªad

fakt: dwa ró»ne bloki grafu mog¡ mie¢ w cz¦±ci wspólnej
najwy»ej 1 wierzchoªek

fakt: ka»da kraw¦d¹ grafu nale»y dokªadnie do 1 bloku

fakt: wierzchoªek jest punktem artykulacyjnym ⇔ nale»y do
ró»nych bloków

przykªad
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Graf blokowy BL(G) *

graf blokowy grafu G (ozn. BL(G)): wierzchoªki BL(G)
odpowiadaj¡ blokom G, kraw¦d¹ ª¡czy 2 wierzchoªki w BL(G)
⇔ odpowiadaj¡ce im bloki maj¡ wspólny wierzchoªek w G

przykªad
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Odlegªo±¢ w gra�e

Odlegªo±¢ mi¦dzy dwoma wierzchoªkami v i w w gra�e G:
dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki ª¡cz¡cej v i w

przykªad

Wªasno±ci odlegªo±ci:
(odlegªo±¢ speªnia nast¦puj¡ce warunki metryki):

odlegªo±¢ nazywamy metryk¡ ⇔ dla ka»dych wierzchoªków
v,w,z w gra�e G:

d(v ,w) ≥ 0 i d(v ,w) == 0 tylko dla v == w

d(v ,w) = d(w , v) (symetria)

d(v ,w) + d(w , z) ≥ d(v , z) (nierówno±¢ trójk¡ta)
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Poj¦cia oparte na odlegªo±ci *

Niektóre z tych poj¦¢ u»ywane s¡ m.in. w sieciach spoªecznych.

Dla grafu G i jego wierzchoªka v:

±rednica grafu (diam(G )): maksymalna odlegªo±¢ mi¦dzy
wierzchoªkami w tym gra�e

ekscentryczno±¢ wierzchoªka (ecc(v)): maksymalna
odlegªo±¢ od innego wierzchoªka

promie« grafu (rad(G )): minimalna ekscentryczno±¢
wierzchoªka w tym gra�e

wierzchoªek centralny: o minimalnej ekscentryczno±ci
(czyli ecc(v) = rad(G ))

centrum grafu (Z (G )): graf indukowany na zbiorze
wierzchoªków centralnych grafu G

przykªady
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Graf Eulera

(historyjka o Eulerze i mostach na Pregole)

cykl Eulera: taki cykl, który nie powtarza kraw¦dzi i zawiera
wszystkie kraw¦dzie grafu

Graf Eulera: graf, w którym istnieje cykl Eulera

(daje si¦ �narysowa¢� bez odrywania dªugopisu zaczynaj¡c i
ko«cz¡c w tym samym miejscu)

przykªad
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Graf Póª-eulerowski

±cie»ka Eulera: ±cie»ka, która nie powtarza kraw¦dzi i zawiera
wszystkie kraw¦dzie grafu

graf póª-Eulerowski: taki, w którym istnieje ±cie»ka Eulera

(daje si¦ �narysowa¢� bez odrywania dªugopisu niekoniecznie
zaczynaj¡c i ko«cz¡c w tym samym miejscu)

przykªad

Lemat: je±li ka»dy wierzchoªek ma stopie« przynajmniej 2 to
graf zawiera cykl
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Twierdzenie Eulera

(Euler 1736)
Graf spójny jest eulerowski ⇔ ka»dy jego wierzchoªek ma
stopie« parzysty

(dowód: -> ªatwe)

Wniosek: graf spójny jest eulerowski ⇔ jego zbiór kraw¦dzi
mo»na podzieli¢ na rozª¡czne cykle

Wniosek: Graf spójny jest póª-eulerowski ⇔ zawiera dokªadnie
2 wierzchoªki stopnia nieparzystego

przykªady

Znalezienie cyklu Eulera: algorytm Fleury'ego
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Graf Hamiltona

cykl Hamiltona: cykl zawieraj¡cy ka»dy wierzchoªek dokªadnie
raz

graf Hamiltona: zawiera cykl Hamiltona

graf póª-hamiltonowski: zawiera ±cie»k¦ przechodz¡c¡ przez
ka»dy wierzchoªek dokªadnie raz

przykªady
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Trudno±¢ Problemu Hamiltona

Nie jest znany wielomianowy algorytm dla problemu
stwierdzania czy graf jest Hamiltonowski (problem jest
NP-zupeªny)

Zauwa»my, »e graf Eulera miaª bardzo prost¡ charakteryzacj¦
(do sprawdzenia w czasie liniowym!)
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Warunki wystarczaj¡ce na hamiltonowsko±¢
(przykªady)

Tw Ore'go (1960)
G jest grafem prostym o n ≥ 3 wierzchoªkach i je±li:

deg(v) + deg(w) ≥ n

zachodzi dla ka»dej pary wierzchoªków nies¡siednich v i w to
graf G jest Hamiltonowski

Tw Diraca (wniosek z tw. Ore'go)
Je±li G jest grafem prostym maj¡cym n ≥ 3 wierzchoªków i dla
ka»dego wierzchoªka v zachodzi deg(v) ≥ n/2 to graf jest
hamiltonowski.
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Przykªad: hamiltonowsko±¢ a dwudzielno±¢ *

Je±li graf G = (V1 ∪ V2,E ) jest grafem dwudzielnym to:

je±li G jest hamiltonowski, to V1 i V2 maj¡ tyle samo
elementów

je±li G jest póª-hamiltonowski, to liczno±ci V1 i V2 ró»ni¡
si¦ co najwy»ej o 1

ponadto, je±li G jest peªnym grafem dwudzielnym, to:

je±li |V1| == |V2|, to G jest hamiltonowski

je±li ||V1| − |V2|| ≤ 1 to G jest póª-hamiltonowski



Grafy i Zas-

tosowania

c©Marcin

Sydow

Spójno±¢

Grafy

Eulerowskie

Grafy

Hamiltonowskie

Podsumowanie

Liczba Cykli Hamiltona *

(dla wybranych grafów)

graf peªny Kn zawiera dokªadnie (n − 1)!/2 ró»nych cykli
Hamiltona.

graf peªny Kn, dla n nieparzystego, zawiera dokªadnie
(n − 1)/2 kraw¦dziowo rozª¡cznych cykli Hamiltona (dla n

parzystego nie ma tak ªatwego kryterium)

graf Petersena nie zawiera cyklu Hamiltona (nie jest
hamiltonowski)
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Przykªadowe pytania/zadania

de�nicje: drogi i cykle

de�nicje i wyznaczanie: spójno±¢, silna/sªaba spójno±¢,
skªadowe (silnie/sªabo) spójne

obliczanie: spójno±¢ wierzchoªkowa i kraw¦dziowa, λ(G ),
κ(G )

ograniczenia na liczb¦ kraw¦dzi

obliczy¢ (narysowa¢) BL(G) maj¡c dany G

zna¢ de�nicj¦ i umie¢ obliczy¢ odlegªo±¢, ±rednic¦,
ekscentryczno±¢, promie«, obwód, wierzchoªki centralne

de�nicje i umie¢ sprawdzi¢ czy dany graf jest
(póª-)eulerowski, (póª-)hamiltonowski
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦
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