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� Rozmowa telefoniczna
� Sygnał:
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Suma syngałów „elementarnych”

Szeregi Fouriera

Motywacja

Szereg trygono-

metryczny

Transformacja

Fouriera

Dyskretna

Transformacja

Fouriera

Dwuwymiarowa

Transformacja

Fouriera

Transformacja

Kosinusowa

5 / 29

� 3 sinx+ 0,5 sin 16x
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� Jak najlepiej transmitować ten sygnał?
� Jak można ten sygnał skompresować?
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� Wymaga nieskończenie wiele „funkcji elementarnych”:

f(t) =
∞
∑

n=0

bn sinnt+ cn cosnt



Szereg trygonometryczny
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� Dana jest okresowa funkcja f(t), t ∈ [−π, π]
� funkcja, określona na okręgu

� Szereg Fouriera funkcji f

f(t) ∼
∞
∑

n=0

bn sinnt+ cn cosnt

� Szereg w postaci wykładniczej

� cos t = e
it+e−it

2i

� sin t = e
it−e−it
2i

� f(t) =
∞
∑

n=−∞
ane
int
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an = f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inx dx

� f(t) ∼
∞
∑

n=−∞
f̂(n)ent
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� f(t) = t
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Funkcje z okresem 1
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� f(t) ∼
∞
∑

n=−∞
f̂(n)e2πint

� f̂(n) =
1
∫

0
f(x)e−2πinx dx

� Odwzorowania:

1. f(t) 7→ f̂(n)
2. f̂(n) 7→ f(t)



Właściwości współczynników Fouriera
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� Liniowość: αf(t) + βg(t) 7→ αf̂(n) + βĝ(n)
� Przesunięcie (cykliczne) w domenie fizycznej
f(x− a) 7→ f̂(n)e−2πi an

� Przesunięcie w domenie widmowej f(x)e2πi lx 7→ f̂(n− l)
� Jeżeli szereg jest zbieżny, to f̂(n)→ 0
� Różniczkowanie: f ′(x) 7→ 2πinf̂(n)
� Splot (cykliczny) funkcji (filtracja)

f ∗ g(t) =
1
∫

0
f(x)g(t− x) dx

f ∗ g 7→ f̂(n)ĝ(n)

� Twierdzenie Parsevala:
1
∫

0
|f(t)|2 dt =

∞
∑

n=−∞
|f̂(n)|2
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� Dana jest funkcja f(x), x ∈ R
n

� Odwzorowania:

1. f(x) 7→ f̂(ξ) =
+∞
∫

−∞
f(x)e−2πixξ dx

2. f̂(ξ) 7→ f(x) =
+∞
∫

−∞
f̂(ξ)e2πixξ dξ
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� Liniowość: αf(t) + βg(t) 7→ αf̂(ξ) + βĝ(ξ)
� Przesunięcie w domenie fizycznej f(x− a) 7→ f̂(ξ)e2πiaξ
� Przesunięcie w domenie widmowej f(x)e−2πi ax 7→ f̂(ξ − a)
� Różniczkowanie: f ′(x) 7→ 2πiξf̂(ξ)
� Splot funkcji (filtracja) f ∗ g(t) =

+∞
∫

−∞
f(x)g(t− x) dx

f ∗ g 7→ f̂(ξ)ĝ(ξ)

� Twierdzenie Parsevala:
+∞
∫

−∞
|f(t)|2 dt =

∞
∫

−∞
|f̂(ξ)|2 dξ
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� Dyskretyzacja szeregu Fouriera

� f(t) ∼
∞
∑

n=−∞
f̂(n)e2πint ≈

N−1
∑

n=0
f̂(n)e2πint

� f̂(n) =
1
∫

0
f(x)e−2πix dx ≈ 1

N

N−1
∑

k=0
f(k/N)e−2πi

kn
N

� Dyskretna transformacja Fouriera

� dany jest ciąg a0, . . . , aN−1
� DTF to jest ciąg â0, . . . , âN−1, gdzie

ân =
1√
N

N−1
∑

k=0
ake
−2πi kn

N

� transformacja odwrotna: ak =
1√
N

N−1
∑

n=0
âne
2πink

N
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� Liniowość: αan + βbn 7→ αân + βb̂n
� Przesunięcie (cykliczne) w domenie fizycznej

an−l 7→ âne−2πi
nl
N

� Przesunięcie (cykliczne) w domenie widmowej

ane
2πinl

N 7→ ân−l
� Splot ciągów (filtracja) an ∗ bn =

N−1
∑

k=0
akbk−n

an ∗ bn 7→ ânb̂n

� Twierdzenie Parsevala:
N−1
∑

n=0
|an|2 =

N−1
∑

n=0
|ân|2
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� F : Rn → R
n

� Macierz przekształcenia: a 7→ 1√
N
Fa, gdzie macierz Fouriera

FN =



















1 1 1 . . . 1
1 ω ω2 . . . ωN−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(N−1)

1 ω3 ω6 . . . ω3(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωN−1 ω2(N−1) . . . ω(N−1)(N−1)



















,

ω = e−
2πi
N jest pierwiastkiem z jedynki

� Przekształcenie odwrotne, F−1 : Rn → R
n ma macierz

o współczynnikach sprzężonych

� F−1N = FN

� Przykład: N = 1, 2, 4, 8
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� n log2 n działań
� Dla n = 4:

F4 =











1 0 1 0
0 1 0 −i
1 0 −1 0
0 1 0 i





















1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1





















1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1













Ogólny przypadek, N = 2k
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� âm =
1√
N

N
2
−1
∑

n=0
a2ne

−2πi mn
N/2 + 1√

N
e−2πi

m
N

N
2
−1
∑

n=0
a2n+1e

−2πi mn
N/2

� â
m+N

2
=

1√
N

N
2
−1
∑

n=0
a2ne

−2πi mn
N/2 − 1√

N
e−2πi

m
N

N
2
−1
∑

n=0
a2n+1e

−2πi mn
N/2

� FN = D
N
1 B
N
1 S
N
1 , gdzie

DN1 =

(

IN
2
DN
2

IN
2
−DN

2

)

, BN1 =

(

FN
2
0N
2

0N
2
FN
2

)

, SN1 =

(

EvenN
2

OddN
2

)

� etc. . .
� Jeżeli N nie jest potęgą dwójki, to ciąg uzupełnia się zerami



Szybki splot
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� Splot an ∗ bn =
∑N−1
k=0 akbn−k jest mnożeniem przez macierz,

N2 działań
� Z zastosowaniem FFT trzeba tylko N log2N działań

� an 7→ ân = Fan
� bn 7→ b̂n = Fbn
� ân, b̂n 7→ ĉn = ânb̂n
� ĉn 7→ an ∗ bn = F−1cn
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� Dana jest tablica am,n, m = 1, . . . ,M − 1 n = 1, . . . , N − 1
� DTF to jest tablica âm,n, m = 1, . . . ,M − 1
n = 1, . . . , N − 1, gdzie
âm,n =

1√
MN

M−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,le

−2πi km
M e−2πi

ln
N

� Fransformacja odwrotna:

ak,l =
1√
MN

M−1
∑

m=0

N−1
∑

n=0
âm,ne

2πi km
M e−2πi

ln
N
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� Rozdzialczość: F2(am,n) = F1F2(am,n)
� Liniowość: αam,n + βbm.n 7→ αâm,n + βb̂m,n
� Przesunięcie (cykliczne) w domenie fizycznej

am−k,n−l 7→ âm,ne−2πi
mk
N e−2πi

nl
N

� Przesunięcie (cykliczne) w domenie widmowej

am,ne
2πimk

M e2πi
nl
N 7→ âm−k,n−l

� Splot ciągów (filtracja) am,n ∗ bm,n =
M−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,lbk−m,l−n

am,n ∗ bm,n 7→ âm,nb̂m,n

� Twierdzenie Parsevala:
M−1
∑

m=0

N−1
∑

n=0
|am.n|2 =

M−1
∑

m=0

N−1
∑

n=0
|âm,n|2
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� Dana jest parzysta okresowa funkcja f(t), t ∈ [−π, π]
� f̂(n) = 1

2π

π
∫

−π
f(x)e−inx dx = 1

π

π
∫

0
f(x) cosnxdx

� f̂(−n) = 1
2π

π
∫

−π
f(x)einx dx = 1

π

π
∫

0
f(x) cosnxdx

�

∞
∑

n=−∞
f̂(n)eint = f̂(0) + 2

∞
∑

n=1
f̂(n) cosnt

� Szereg kosinusowy:

� f(t) 7→ f̄(n) = 2
π

π
∫

0
f(x) cosnxdx, n = 0, 1, . . .

� f̄(n) 7→ 1
2 f̄(0) +

∞
∑

n=1
f̄(n) cosnt
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� Dyskretyzacja szeregu kosinuswego
� Dany jest ciąg a0, . . . , aN−1
� Dyskretną trasnformacją kosinusową jest ciąg ā0, . . . , āN−1,
gdzie

� ā0 =
1√
N

N−1
∑

k=0
an

� ān =
√

2
N

N−1
∑

k=0
an cos

πn(2k+1)
2N , n = 1, 2, . . . , N − 1

� Odwrócenie:

� an =
1√
N
ā0 +

√

2
N

N−1
∑

k=1
āk cos

πk(2n+1)
2N ,

n = 0, 1, . . . , N − 1
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� Dana jest tablica am,n, m,n = 0, . . . , N − 1
� Dyskretną trasnformacją kosinusową jest tablica ām,n,
m,n = 0 . . . , N − 1, gdzie

� ā0,0 =
1
N

N−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,l

� ā0,n =
√
2
N

N−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,l cos

πn(2l+1)
2N

� ām,0 =
√
2
N

N−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,l cos

πm(2k+1)
2N

� ām,n =
2
N

N−1
∑

k=0

N−1
∑

l=0
ak,l cos

πm(2k+1)
2N cos πn(2l+1)2N
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am,n =
1√
N
ā0,0 +

√
2

N

N−1
∑

l=1

ā0,l cos
πl(2n+ 1)

2N

+

√
2

N

N−1
∑

k=1

āk,0 cos
πk(2m+ 1)

2N

+
2

N

N−1
∑

k=1

N−1
∑

l=1

āk,l cos
πk(2m+ 1)

2N
cos
πl(2n+ 1)

2N
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