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Funkcje Tworzace

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
http://users.pjwstk.edu.pl/“denisjuk/
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Definition

Definicja 1. Niech ag, a1, ao, ..
ciggu { a,, } nazywamy szereg potegowy

A(z)

. bedzie ciggiem. Funkcjg tworzgcag

©.@)

D

k=0

akxk.
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Dziatania na funkcjach tworzacych

Definicja 2. Niech dane bedg dwie funkcje tworzace:
Aw) = Y32 o axa® 1 B(z) = 352 bia.

1.

Sumg (roznicg) funkcji tworzgcych nazywamy szereg
oo

A(:c) m B(CIJ) — Z (ak m bk)aﬁk
k=0
lloczynem funkcji A(x) i liczby rzeczywistej A\ nazywamy szereg
M(z) = 3 (Nag)z".
k=0

lloczynem (ﬁoczynem Cauchy’ego) funkcji tworzgcych
nazywamy szereg A(z) - B(z) = Y 70, crx”, gdzie

k
Ckp = Z a;bi—; = apbg + a1bg—1 + -+ - + arbo.
=0
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Funkcje tworzace a funkcje rzeczywiste

Uwaga 3. Jezeli szereg (1) jest zbieznym w otoczeniu zera, to

funkcji tworzgcej odpowiada funkcja rzeczywista, okreslona w tym
samym otoczeniu zera. W tym przypadku dziataniom, okre$lonym w

definicji 2, odpowiadajg dziatania na funkcjach rzeczywistych.
Szereg (1) jest rozwinieciem funkcji w szereg Maclaurina. Wiec

Ak

~ AF)(0)

k!
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Przyktady funkcji tworzacych

® A — Cg, n
k=0

o ap=2F A(x)= Y 2FzF
k=0

e ar=~k!, A(z) =Y klzF
k=0
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Funkcje tworzace a kombinacje

(l—l—:c)n:(1—|—:13)(1—|—:13)...(1—|—x)=i0§:13k

n razy k=0

e Niech kazdy czynnik (1 + ) odpowiada pewnemu elementowi

a; zbioru X = {ay,...,a, }

e Kazdy sktadnik sumy (1 4 x) reprezentuje jedna z dwdch
mozliwosci pojawienia sie elementu a; w podzbiorze X : zero
razy: 2° = 1, ijedenraz: z! = .

e Podzbiér X jest jednoznacznie okreSlony przez definicje iloSci
pojawienia sie w nim kazdego elementu, i. e. przez wybor
jednego ze sktadnikow w kazdym z czynnikow

iloczynu (1 +x)...(1+ x).

e Okreslony w ten sposdb wybér da wktad do wspotczynnika przy

2. llogé k-elementowych podzbioréw X jest réwna C’fj.
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Kombinacje z powtorzeniami

Niech X = { ai,ag,as, ay }
Oznaczmy przez c;. ilo$¢ k-kombinacji z powtérzeniami,

w ktorych a; moze wystepowac co najwyzej dwa razy, ag — trzy,

as — jeden, za$ a4 — cztery razy.
Funkcja tworzgca dla ciggu ¢, jest

C(x) = Z el =
k=0

:(1+:1:+:1:2)(1+x+a:2+:133)(1+:1:)><
x(1+z+z°+2°+2%) =

— 14 4z + 922 + 1522 + 202* + 2225 + 2028 + 1527+

4928 4+ 42”7 + 219,
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Kombinacje z powtorzeniami — I

e Dobierajgc i-ty czynnik mozna naktada¢ dowolne ograniczenia

na ilo§¢ wchodzen elementu a;.

e Na przyktad, jezeli element a; moze wystepowac 0, 3 lub 7 razy,
czynnik ma posta¢ 1 + 23 + z7;

e jezeli a; moze wystepowacé dowolng parzystg liczbe razy, czynnik

1

jestrowny 1+ a2 + 2% 4+ - = ——.
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Kombinacje z powtoérzeniami — lli

e W szczegdlnosci, jezeli kazdy z elementéw

zbioru X = { ay,as,..

. Gy, } Moze sie pojawi¢ w kombinacji

dowolng ilo$¢ razy, funkcja tworzgca bedzie rowna

(+x+x

G

R DR (T R

e Rodzniczkujac k razy, otrzymamy

Vg

n razy

d" 1
dx’ (1 —x)" =n(n+1)...
o Wigc CF = nlntllinthl) _

(n+k—1)

k
C—l—kl

1

(1 _ aj)n—i—k )
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Liczby Fibonacciego

Definicja 5.
Fo =0, F; =1,
Fooin=Fr+ Frq1, K=2,3,....

e Oto poczatek ciggu Fibonacciego: 0,1, 1, 2, 3,5,8, 13, 21, 34.
e Funkcja tworzaca F'(x) dla ciggu F} spetnia réwnanie

k=0 k=2

(©.@) (©.@)
— x + 2° E Fk_ga:k_2 +x E Fk_la:k_l =

=g + 2°F(z) + 2F(z) = z + (2° + 2)F (=),

e skad F(z) = —%L . |
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Jawny wzor na liczby Fibonacciego

e Przedstawmy F'(x) jako sume utamkow najprostszych

-] (- 1)

° (1——17—-$

o 7 _ A
l—x—x? 11t
1—v/5 1+
 [al55 4 B
A+ B =0,
° A:% B = —

(
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Jawny wzor na liczby Fibonacciego — |l

e O(Ostateczni e
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Liczby Catalana
e Funkcje Tworzace Deﬁnicja 6_
e Konbinacje ’
e Liczby Fibonacciego Co — ].,

® Liczby Catalana

k
{ Ckt1 = COCk + C1CKk—1 + + -+ + Ch—1€1 + CKCO = D ;o CiChk—i;
k=1,2,3,...

e Oto poczatek ciggu liczb Catalana: 1,1, 2,5, 14,42, 132
e Funkcjatworzaca: C(x) = co + 1z + cox® + . ..

e C(x)=2C(x)C(x)+ 1.

e (C(x)= L_%E?ZE.

_ @) 1 m
® Cn = niiay = mrd Con:
4An—+2

* Cot1 = TpCn.
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Drzewa binarne

Definicja 7. Drzewem binarnym o n wierzchotkach nazywa sie graf
pusty, jezelin = 0, oraz, przy n > 1 graf, majgcy wierzchotek k,
nazywany korzeniem, lewe poddrzewo L o [ wierzchotkach i prawe
poddrzewo R o r wierzchotkach. Przy czym [ +r 4+ 1 = n.

Rysunek 1: Drzewa binarne o trzech wierzchotkach

Twierdzenie 8. /los¢ drzew binarnych o n wierzchotkach wynosi c,,.

15/16 '



-1

Zagadnienia, zwigzane z liczbami Catalana
e Funkcje Tworzgce 3 ¢ 5 ¢ 3 ¢ 5 3 5 a
DRSEC RN
® Liczby Fibonacciego
((ab)e)d)
EE l1.

e Liczby Catalana
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