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Definicja 1. Niech dany bedzie zbiér X C R.

1. Jezeli kazdej liczbe naturalnej 1,2,3,....,n,... jest

podporzadkowana funkcja rzeczywista f,, : X — R, to zbior
numerowanych funkgcji rzeczywistych f1, fo, f3, ..

nazywa sie ciggiem funkciji.

2. Funkcje f, nazywaja sie wyrazami ciagu { =, }.
3. Zbiér X nazywa sie dziedzing ciagu.

°7fn7"'

3/18



-1

e Ciggi i szeregi funkgcji
e Ciggi funkgcji

® Szeregi funkgciji

® Szeregi potegowe

Zbieznosc¢ ciggu funkjci

Definicja 3. Niech dany bedzie cigg funkgji f,, (), okreslony na
zbiorze X.

1.

Cigg nazywa sie zbieznym w punkcie x¢y € X do granicy g,
jezeli ciag liczb fy,(zq) jest zbieznym do g.

Ciag nazywa sie zbieznym na zbiorze X do funkcji g(x), jezeli

Va € X ciag fn(x) jest zbieznym do g(x).

Ciag nazywa sie zbieznym jednostajnie do funkcji (), jezeli
Ve > 0,dN € N, takie ze Vn > N,Vzr € X

lg(x) — fn(x)| < €. Oznaczenie:

reX

fn(z) = g(z).

n—oo
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Przytady zbieznosci

Przyktad 4. 1. lim z" =

n—oo

2. fp(r) =sinZ?

xE[—
-

n—oo

5]

(SIE
(S1p

0, 0< o<1,

1

0.

I

75 = -
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Kryterium Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci

Twierdzenie 5 (Kryterium Cauchy’ego). Niech dany bedzie

okreslony na zbiorze X ciag funkcji f,,(x). Na to, Zeby ciag ten byt
zbiezny jednostajnie potrzeba i wystarczy, zeby Ve > 0 istniaf taki
numer N € N, zeVn,m > N, Vx € X spetniata sie nierownos¢

— fm(x)] < €.
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Twierdzenie 6. Niech dany bedzie ciag funkcji f,,(x), ciagtych na

zbiorze X C R. Wtedy, jezeli

reX
fa = g(2),

n—oo

to g(x) tez jest funkcjg ciagta na zbiorze X .

Dowdd. |g(x) — g(zo)| <

9(x) = fal@)| + [fn(2) = fu(@o)] + [fn(z0) — g(20)].
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Szeregi funkcji

® Ciagii szeregi funkeji Definicja 7. Niech dany bedzie zbiér X C R.

e Ciggi funkcji

- S i) 1. Szeregiem funkcji nazywa sig formalna suma

® Szeregi potegowe
o
u(T) +uz(x) + - Fup(z) +--- = Zuk(x)a (1)
k=1

gdzie ux(x) : X - Rdlak=1,2,...
2. Suma Sy(z) = ui(x) +ua(x) + - +un(x) = > up(x)

nazywa sie sumg czesciowg szeregu 1.
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Definicja 8.

jezeli istnieje granica S(x) = lim S, (x) ciggu sum
n—oo

1.

Szereg 1 nazywa sie zbieznym w punkcie xr € X,

czesciowych w punkcie x przy n — oQ.

2. Granica ta nazywa sie sumg szeregu 1, oznaczenie

S(x) =

oo

2.

k=1

3. Szereg 1 nazywa sie zbieznym jednostajnie na zbiorze X, jezeli
cigg sum czesciowych Sy, () jest zbieznym jednostajnie przy

n — oQ.

Przykitad 9.

00
D "=
n=1

1
1 — 2’

r e (—1,1).
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Kryterium Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci

Twierdzenie 10 (Kryterium Cauchy’ego). Niech dany bedzie

oo

okreslony na zbiorze X szereg funkcji )  u;(x). Na to, Zeby szereg

i=1
ten byt zbiezny jednostajnie potrzeba i wystarczy, zeby Ve > 0

istniat taki numer N € N, ZzeVn > m > N, Vx € X spetniata sie

m

2. ui()

1=n—+1

nierownosc < E.

Twierdzenie 11. Niech dany bedzie szereg funkcji > .~ 1 ui(x),
zbiezny jednostajnie do f(x) na zbiorze X . Wtedy jezeli funkcje
u;(x) sg ciggte na zbiorze X, to f(x) tez jest ciggta na X .
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Twierdzenie Weierstrassa

Twierdzenie 12. Niech na zbiorze X dany bedzie szereg funkgcji

©.@)

> ui(x), przy czymVa € X spetnia sig nierownosé |u;(x)| < a;.

1=1

Wtedy jezeli szereg ) .~ a; jest zbieznym, to szereg » .-, u;(x)

jest zbieznym jednostajnie na zbiorze X .
Dowod. Z kryterium Cauchy’ego.

Przyktad 13.

0. @)

in Tk
yk

k=1
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Szeregi potegowe

Definicja 14. Szeregiem potegowym nazywa sie suma

(©.@)
E akxk:a0+a1x+a2x2+...

k=0

(2)

Twierdzenie 15. Jezeli szereg 2 jest zbiezny w punkcie x, to on

jest zbieznym bezwzglednie w dowolnym punkcie x1, takim ze

21| < |20

Dowdd. Niech bedzie x1 > 0. Wtedy |z /xq] < g < 1.

> heo a,xl jest zbieznym, wiec IS € R, takie ze Vk € N spetnia

sie nieréwnosé |a,xf| < S. W taki sposéb

|akxlf‘ — |akx

d

L1

L0

k

< Sq”.
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Promien zbieznosci

Whniosek 16. Jezeli szereg 2 nie jest zbiezny bezwzglednie

w punkcie xg, to on jest rozbieznym w dowolnym punkcie x1, takim
ze |£IZO‘ < |£IZ1‘

Definicja 17. Promieniem zbieZznosci szeregu potegowego hazywa

sie liczba

R = sup

r e R

oo

Z ak:ck jest zbiezny
k=0

13/18 '



-1

e Ciggi i szeregi funkgcji
e Ciagi funkciji

® Szeregi funkgciji

® Szeregi potegowe
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o
Twierdzenie 18. Niech dany bedzie szereg potegowy > apx”.

k=0
Wtedy

= lim +/|ag|.
k—o0

Ak+1
ag

1 .
— = 1111
R k— 00

(Przy zatozeniu, ze granica istnieje.)

Dowad.

Uwaga 19. Z definicji wynika, iz dla || < R szereg bedzie
zbieznym, dla x > R — rozbieznym. Przy |z| = 1 szereg moze
zarowno zbieznym, jak i rozbieznym.

byC
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0@
Przyktad 20. 1. Y 2F,
k=0

2.
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Ciagtos¢ sumy szeregu potegowego

Twierdzenie 21. Niech szereg potegowy bedzie miat promien

zbieznosci R > 0. Wtedy Vx, |z| < R suma szeregu bedzie ciggta

W punkcie x.

Dowaod.

[

Twierdzenie 22 (Abel). Niech szereg potegowy bedzie miat promien

zbieznosci R > 0. Wtedly jezeli szereg jest zbiezZnymwx = R

(x = —R), to suma szeregu bedzie ciggtg w punkcie x = R z lewej

strony (w punkcie xt = — R — z prawe)).

16/18 '



-1

e Ciggi i szeregi funkgcji
e Ciagi funkciji

® Szeregi funkgciji

® Szeregi potegowe

Catkowanie i rozniczkowanie szeregu potegowego

Twierdzenie 23. Niech szereg potegowy 2 bedzie miat promien

zbieznosci R > 0. Wtedy szereg Z ay -

zbieznosci R oraz Vzx,

e'e)
D a
k=0

Twierdzenie 24. Niech szereg potegowy 2 bedzie miat promien
oo

pk+1
k—H

tez ma promien
k=0

/ Zak t* dt.

0 r—o

zbieznosci R > 0. Wtedy szereg » _ kay - zF~1 tez ma promier;

zbieznosci R oraz Vzx,

k=0
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0@
Przykltad 25. 1. > k" =
k=0

(1_'/1;)2 ’
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