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Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
http://users.pjwstk.edu.pl/“denisjuk/
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Szeregi zbiezne i rozbiezne

Definicja 1. 1. Szeregiem liczbowym nazywa sie formalna suma

(©.@)
k=1

gdzieup € Rdlak=1,2,....

(1)

n
2. Suma S, =u; +ug + -+ u, = > ur nazywa sie sumg

k=1
czesciowg szeregu 1.

3. Szereg 1 nazywa sie zbieznym, jezeli istnieje granica
S = lim,,_,~ Sy, ciagu sum czesciowych przy n — oo.
4. Granica ta nazywa sie sumg szeregu 1, oznaczenie

S = Z (V7
k=1

5. Szereg, ktory nie jest zbieznym, nazywa sie rozbieznym.
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Przyklady szeregow

(©.@)
Przyktad 2. 1. Y ¢".
k=1

X gkl
2- Z (k—l)! »
k=1
(©.@)

(_1)kz—1x2k—1
3. 2 —@-o
k=1
@)
4. Szereg harmoniczny: %
k=1
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Wtasnosci szeregow zbieznych

o
Twierdzenie 3. Niech dane bedg dwa zbiezne szeregi > uy oraz

oo

2.

k=1
1.

V.. Wtedy

Suma i roznica ciggow jest zbiezng, przy czym

0. @)

k=1

o
V) € R szereg > Auy jest zbieznym oraz

. L
Z )\uk = A Z Ug.
k=1 k=1

00 00
Z(uki?}k) — Z uk:|: Z VE.
k=1 k=1

k=1

o
Szereg, otrzymany z szeregu Y |, uy, zamiang skoriczonej ilosci

wyrazow, jest zbieznym.

k=1
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Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregéw

@)
Twierdzenie 4 (Kryterium Cauchy’ego). Szereg »  uy jest
k=1
zbieznym wtedy i tylko wtedy, gdy Ve > 0 dN € N takie, ze
n1
Vni > no > N spetnia sig nierownosé | > wuy| < €.
k=no

Whiosek 5 (Konieczny warunek zbieznosci szeregu). Niech szereg

©.@)
uy, bedzie zbieznym. Wtedy ui, = o(1) przy k — oo.
k=1

o
Przyktad 6. Szereg » 7 +23k_ fzo%g jest rozbieznym.
=1l

Uwaga 7. Warunek 5 nie jest dostatecznym warunkiem zbieznosci

szeregu, patrz, na przyktad, szereg harmoniczny.
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Szeregi o0 wyrazach nieujemnych

- :;érégi ozbowe Twierdzenie 8. Szereg o wyrazach nieujemnych jest zbieznym

(] Ieznosc

e wtedy i tylko wtedy, gdy ciag sum czesciowych jest ograniczonym
nieujemnyc

® Zbieznosé

warunkowa Twierdzenie 9 (Kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregu

i bezwzgledna

o wyrazach nieujemnych). Niech, poczynajac z pewnego k,
zachodzi nierownos¢ 0 < uy < vg. Wtedy

O o
1. Jezeliszereg ) vy jest zbieznym, to > uy tez jest zbieznym.

k=1 k=1
O 0

2. Jezeli szereg > wy jest rozbieznym, to > vy tezZ jest
k=1 k=1

rozbieznym.

©.@)
Przyktad 10. 1. Szereg ) ﬁ gdzie b > 0 jest zbieznym dla
k=1
b > 1 oraz rozbieznymdla 0 < b < 1.

o
2. Szereg > k% jest rozbieznymdla 0 < o < 1.
k=1
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Kryterium d’Alemberta

. Zéfégi lezbowe Twierdzenie 11 (Kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregu
® Ieznosc

O SO o wyrazach nieujemnych). Niech bedzie u;, > 0 oraz
nieujemnyc .

® Zbieznos¢ limg_ oo el ) Wtedy

warunkowa Uk

i bezwzgledna

@)
1. JezelilL < 1,to ) wuy jest zbieznym.

k=1
0
2. JezeliL > 1,to ) wy jest rozbieznym.
k=1
Przyklad 12. 5. (VA"
k=1
Uwaga 13. Jezeli w warunkach twierdzenia 11 limy_, o “’Z:l — 1,

(©.@)
co szereg > uj moze byé zaréwno zbieznym (> 1/k?, dowéd
©.@)

bedzie podany pdzniej) jak i rozbieznym () 1/k).
k=1
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Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie 14 (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregu
o wyrazach nieujemnych). Niech bedzie u;, = 0 oraz

©.@)
1. JezelilL < 1,to ) wuy jest zbieznym.

O
2. JezeliL > 1,to ) wuy jest rozbieznym.

k=1

k=1

o
Przykiad 15. > o%.

k=1
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Catkowe kryterium Cauchy’ego-Maclaurina

Twierdzenie 16 (Catkowe kryterium Cauchy’ego-Maclaurina

zbieznosci szeregu o wyrazach nieujemnych). Niech dana bedzie

funkcja f (x): nieujemna i niemalejaca na pdtprostej [m., +00),

gazie m € 7. Wtedy szereg
S f(k)=f(m)+ f(m+1)+ f(m+2)+... jestzbieznym
k=m

n
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica ciagu lim [ f(z) dx.
n—>OOm

Dowdéd. Yk > n,Vz € |k, k + 1| zachodzi nierownos¢
f(k) < f(x) < f(k+ 1). Wynika stad, ze

k+1 k+1
/ f(x)dx < / f(k+1)dx.
k k
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Catkowe kryterium Cauchy’ego-Maclaurina. Przyktad

©.@)
Przyktad 17. 1. ) k%
k=1

oo
2
k=2

1
Eln® k-
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Zbieznos¢ warunkowa i bezwzgledna

o
Definicja 18. 1. Szereg ) wuj nazywa sie zbieznym

bezwzglednie (bezwarunkowo), jezeli zbieznym jest szereg

©.@)

2 ugl.

k=1

oo
2. Zbiezny szereg > . uj nazywa sie zbieznym

k=1

©@)
warunkowo,zbiezno$¢ warunkowa jezeli szereg > |ug| jest

rozbieznym.

@)
Twierdzenie 19. Jezeli szereg »  |uy| jest zbieznym, to szereg

©.@)
> uyg tez jest zbieznym.
k=1

k=1

k=1

k=1
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Zbieznos¢ warunkowa i bezwzgledna. Przykitady

O Nk—1
Przyktad 20. 1. ) ( 1]22 ,
k=1

©.@)

2y G
k=1

o
Twierdzenie 21 (Riemann). Niech szereg >~ uy bedzie zbieznym

k=1

warunkowo. Wtedy YL € R mozna tak przestawi¢ wyrazy szeregu,

Ze szereg przeksztatcony zostanie zbieznym do L.

(©.@)
Twierdzenie 22 (Cauchy). Niech szereg > uyj bedzie zbieznym

k=1
bezwarunkowo. Wtedy dowolny szereg otrzymany poprzez

przestawienie wyrazow z istotnego szeregu bedzie zbieznym
bezwarunkowo do tej samej sumy.
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Szeregi przemienne

o

Definicja 23. Szereg ) uj nazywamy przemiennym, jesli jego
k=1

wyrazy sg naprzemian dodatnie i ujemne.

Twierdzenie 24 (Leibniz). Jesli
1. 0y <updak=1,2,...,

0@
to szereg > (—1)*uwy, jest zbieznym.
k=1

O 1)k
Przykiad 25. ) %
k=1
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