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Zastosowania Catek

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
http://users.pjwstk.edu.pl/“denisjuk/
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Roéwnania parametryczne krzywej

Definicja 1. Niech dane beda dwie ciggte w przedziale [t, t1]
funkcje,

x = f(t)orazy = g(t). (1)

Méwimy wowczas, ze funkcje te okre$lajg krzywg parametryczng na
ptaszczyznie R%. Zmienna t nazywa sie parametrem. O krzywej tej
mowimy, ze rbwnania 1 sg rownaniami parametrycznymi tej krzywej.
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Przykiady krzywych parametrycznych: okrag

Przyktad 2. © = Rcost,y = Rsint, t € [0, 2x] okreéla okrag

2 + y* = R? o promieniu R i érodku w punkcie (0, 0):

4/29 "



-1

® Zastosowania Catek
o Krzywe
parametryczne

® Pole obszaru

® Wspoirzedne
biegunowe

e Diugos¢ tuku

e Bryta obrotowa

Przykiady krzywych parametrycznych: hyperbola

Przykitad 3.

r = Rcosht,y = Rsinht, t & [—1,1] okreslatuk hyperboli
r° — y? = R*:

0.5%
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Pole obszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

:ifzsxvseowa“ia Catek Twierdzenie 4. Niech krzywa bedzie okreslona rownaniami
paramelncne parametrycznymix = g(t), y = h(t), t € [to,t1], a przy tym
OV funkcja g(t) jest rosngca i ma w tym przedziale pochodng ciagfa, to
o Diugosé uku pole obszaru, ograniczonego tukiem danej krzywej, odcinkiem osi

e Bryta obrotowa

Ox oraz dwoma prostymi x = x3, x = x2, gdzie x1 = g(t1),
ro = g(t2) (rysunek 1), wyraza sie wzorem

p=[ = [ moig o ar

1 1
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Obszar, ograniczony krzywag parametryczna

Rysunek 1:

A
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Pole obszaru, ograniczonego krzywa parametryczna

o o eonanta Calek Twierdzenie 5. Jezeli dana krzywa jest okreslona rownaniami
e parametrycznymi w postaci x = g(t), y = h(t), t € [to,t1], a przy
OV tym funkcja g(t) jest malejaca i ma w tym przedziale pochodna

o Diugosé uku ciggta, to pole obszaru, ograniczonego tukiem danej krzywey,

e Bryta obrotowa

odcinkiem osi Ox oraz dwoma prostymi x = xo, * = X9, gdzie
r1 = g(t1), xo = g(t2) (rysunek fefdrugi), wyraza sie wzorem

P= [ o= [0

1 1
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Obszar, ograniczony krzywa parametryczng — Il

Rysunek 2:

A

L1
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Przykiad
Zast ia Catek - . o | .
e Przykiad 6. Znalez¢ pole figury, zawartej miedzy krzywymi y = x
parametryczne | T = ya rysunek 3
e Pole obszaru 3
e Wspotrzedne
biegunowe
e Diugos¢ tuku .
e Bryta obrotowa D OWOd-
1
AR |
a+1l], a+l
0
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Figura, zawarta miedzy y = 2% iz = y“
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Przyktad Il

 oawanta Gl Przyktad 7. Znalez¢ pole elipsy o pétosiach a i b (rysunek 4):

parametryczne

e Pole obszaru 2 2

® Wspoirzedne L y L 1
biegunowe 2 _|_ b2 — .
@ Diugos¢ tuku a

e Bryta obrotowa

Dowdd. Réwnanie parametryczne elipsy to x = acost, y = bsint,
t € |—m,m|. Wiec

/2
P:4/ acost-bcostdt =
0

_4ab/”/21+(3082t >

dt = wab + absin 2t j = mab.
0

]
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Rysunek 4
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Wspotrzedne biegunowe

Definicja 8. Wspdirzedne biegunowe punktu P(x,y) ptaszczyzny
zdefiniowane sa jako para (7, ), gdzie r jest odlegto$cig punktu P
od poczatku uktadu O(0, 0), a ¢ jest katem (zorientowanym), jaki

tworzy pétprosta O P z osig Ox, rysunek 5.

Os$ Ox nazywa sie 0sig biegunowa.

Spetnione sg rownosci: 1 = /12 + Y2, x = r Cos |,
Yy = 781N .

Réwnanie r = f(), gdzie f() jest ciagta i nieujemna funkcja
w przedziale [« ], nazywa sie réwnaniem we wspdtrzednych

biegunowych, rysunek 5.
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Wspotrzedne biegunowe

Ay

Rysunek 5:
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Pole figury we wspoétrzednych biegunowych

Twierdzenie 9. Jezeli krzywa dana jest we wspotfrzednych

biegunowychr = f (), gdzie f () jest funkcja nieujemna ciagta
w przedziale |« 5], to pole obszaru, ograniczonego fukiem krzywej

oraz promieniami o amplitudach o i 5 (rysunek 5), wyraza sie

wzorem

P

1

2

/erdso— %/ij(SO)dSO-
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Przykiad

e Zastosowania Catek

s Koyt Przyktad 10. ObliczyC pole, ograniczone rozetg trojkatng
parametryczne r — COS 3@, rysunek 6

e Pole obszaru
e Wspdtrzedne
biegunowe

e Dtugosc¢ tuku DOWéd

e Bryta obrotowa
a? (™6 5 [™/6 1+ cos by
PzG?/ COS 3g0dg0:3a/ dp =
0 0

2
™ sinby|s Ta’
= 3a° = —.
! [12+ 12 0] 1
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Rysunek 6:
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Obliczanie dtugosci tuku

Twierdzenie 11. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem postaci
y = f(x), gdzie f(x) ma w przedziale |a, b] pochodna ciagta, to
dfugosc tuku w tym przedziale wyraza sie wzorem

Twierdzenie 12. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem

parametrycznym x = g(t), y = h(t), gdzie funkcje g(t) i h(x) maja
w przedziale [t1, t2] pochodne ciagte oraz tuk krzywej nie ma czegsci
wielokrotnych, to dtugosc¢ tuku w tym przedziale wyraza sie wzorem

- (%)

dy

dt

2
) at
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Diugos¢ tuku we wspotrzednych biegunowych

Twierdzenie 13. Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem we
wspbirzednych biegunowych r = f(y), gdzie funkcja f () ma

w przedziale |« 5] pochodna ciagta oraz tuk krzywej nie ma czesci
wielokrotnych, to dtugosc¢ tuku w tym przedziale wyraza sie wzorem

/\/7“2 ﬁ dgo.
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Diugosé tuku paraboli

e Zastosowania Catek

S Przyktad 14. Obliczyé diugo$é tuku paraboli y = 2 w przedziale

parametryczne [ 1 1]
@ Pole obszaru Y '

e Wspdtrzedne
biegunowe

e Diugosc tuku

e Bryta obrotowa ROZWquanle-

1
L:/ V14422 dx =
1

= Eaz 1+ 422 + iln(QaH— \/1+4:1:2)

1. [(V5+2

1
—1
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Obwaod asteroidy

Przyktad 15. Obliczyé obwdd asteroidy x = a cos® t, y = asin’ ¢,
t € [0,27], gdzie a > 0, rysunek 7.

Rozwigzanie.

/2

L=4 / \/(—Ba cos? tsint)? + (3asin®tcost)? dt =
0

/2

= 12a / \/sim2 tcos? t(cos?t + sin®t) dt =
0

/2
:6a/sin2tdt:
0

i
2

—3a cos2t|” = 6a.

0
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Asteroida

Rysunek 7:
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Obwaod elipsy

Przyktad 16. Obliczy¢ obwdd elipsy © = a cost, y = bsint, gdzie

a>b>0,te|0,27], rysunek 4.

Dowdd.

/2 /2

L:4/\/&281n2t+b2C082tdt:4a/\/1—€2C082tdt,
0 0

gdzie € = v a? — b?/a nazywa sie mimosrodem elipsy, za$ catka

[ V1 — €2 cos? t dt nie wyraza sig przez funkcje elementarne
| nazywa sie catkg eliptyczna.
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Objetosc i pole powierzchni bryly obrotowej

Twierdzenie 17. Niech dany bedzie tuk AB (rysunek 8) krzywej
o réwnaniuy = f(x), gdzie f(x) jest funkcja ciagta i niemalejaca

w przedziele |a, b]. Wowczas objeto$¢ bryty obrotowej,bryta

obrotowa ograniczonej powierzchnig, ktora powstaje, gdy tuk wraz

z rzednymi w koricach tuku obraca sie dookota osi Ox, obliczmy

wedfug wzoru

b
V:w/ y? dz.

Pole powierzchni obrotowejpowierzchnia obrotowa powstatej przez

obrét fuku AB dookota osi Ox, przy zatozeniu, Ze f(x) ma

pochodng ciggfa, obliczamy wedfug wzoru
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Rysunek 8:
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Bryta obrotowa, rownanie parametryczne

" fastosowania Gk Twierdzenie 18. Jezeli rownanie fuku dane jest w postaci
P parametrycznej x = g(t), y=h(t), t € [t1,t2], przy czym obie
OV funkcje maja w tym przedziale ciagte pochodne, funkcja g(t) jest
o Diugosé uku w tym przedziale stale monotoniczna, a funkcja g(x) przybiera

e Bryta obrotowa

wartosci nieujemne, to na objetosc bryty obrotowej mamy wzor

to d
V=r / 2= dt,
. O dt

a na pole powierzchni obrotowej

L2 dz\? dy :
= 2 — - :
oo [ )+ ()
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Objetosc¢ i pole powierzchni stozka

¢ fastosowania Calek Przyktad 19. ZnalezC objetoscC i pole powierzchni bocznej stozka
ywe
parametryczne o promieniu podstawy 7 i wysoko$ci h.

e Pole obszaru
e Wspdtrzedne
biegunowe

@ Diugosc tuku

Rozwigzanie. Stozek powstaje przy obrocie odcinka prostej
o réwnaniu iy = 7z dookota osi O, rysunek 9.

h .2 2.3 h
B re o, mrexC|how o,
V—ﬂ'/o vk dx = 57,2 ‘O—grh,

e Bryta obrotowa

S—Qﬂ'/oh%x°\/1—|—<£)2dx—

Jr2 L B2 ik
_ 2;_ xz‘o = 7r\/r? + h2.
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Stozek

Rysunek 9:
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