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Rdéwnania rozniczkowe

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

http://users.pjwstk.edu.pl/~denisjuk/
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Wiadomosci wstepne

Definicja1. 1. Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym nazywamy
réwnanie F(x,v,y',y", ..., y™) = 0, w ktérym wystepuje
niewiadoma funkcja y = y(x) oraz jej pochodne do rzedu n.

2. Liczba n nazywa sie rzedem réwnania.

3. Rozwigzaniem albo catkg rbwnania rézniczkowego nazywa sie funkcja
y(x) zmiennej niezaleznej x, ktéra ma n pochodnych i po podstawieniu
do réwnania spetnia to rownanie tozsamosciowo.

4. Catkg ogdlng rownania r6zniczkowego rzedu n nazywa sie takie jego
rozwigzanie, ktére zalezy od n niezaleznych dowolnych statych.
5. Funkcje, otrzymane z catki ogolnej dla ré6znych konkretnych wartosci

liczbowych statych dowolnych noszg nazwe cafek szczegolnychcatki
szczegoblne réwnania rozniczkowego rownania.
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Przyktady réwnan rézniczkowych

Przyktad 2. 1. ¢/ = x + 1 jest rbwnaniem pierwszego stopnia,
y(x) = %:1:2 + x jest rozwigzaniem (catka szczegdlna) tego réwnania,
y(x) = %:1:2 + z + C jest catkg ogolna.

2. y" = y + 1 jest rwnaniem drugiego stopnia, y(x) = —1 jest

rozwigzaniem (catkg szczegdlng) tego rownania,
y(x) = Cre” + Coe™™ — 1 jest catkg ogolna.
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Zagadnienie Cauchy’ego

Definicja 3. Zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania r6zniczkowego n-tego
rzedu jest poszukiwanie catki tego réwnania, spetniajacej n warunkow

poczatkowych o postaci y(xg) = yo, ¥ (zo) = Y1, - .-,
y(”_l)(a:o) = Yn—1, 9dzie yg, . . . , Yn—1 — dane z géry wartosci
funkciji () i jej pochodnych w ustalonym punkcie .

* Zagadnienie Cauchy’ego dla bardzo szerokiej klasy rownan
rozniczkowych ma jednoznaczne rozwigzanie.
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Przyktad Zagadnienia Cauchy’ego

Przykiad 4.
(' =y+1,
q y(0) =0, (1)
y'(0)=1

Rozwigzanie. Rozwigzanie polega na ustaleniu statych C7 i C w caice
0golnej tego rownania (v. przyktad 2, punkt 2):

Ci+Cy—1=0,
Ch1—Cy =1.

Z ostatniego uktadu wynika, ze C7 = 1, C5 = 0. Wiec rozwigzaniem
zagadnienia 1 bedzie y(z) = e* — 1. O
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Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Definicja 5. Réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu 3y’ = 1 (x)p(y),
zapisywane takze w postaci M (x) N (y) dx + P(x)Q(y) dy = 0 nazywa
sie rownaniem rozniczkowym o zmiennych rozdzielonych.

* Zeby rozwigzac rownanie o zmiennych rozdzielonych,
doprowadzamy go do postaci f(x)dx = h(y)dy i catkujemy
obie strony.

Uwaga 6. Przy dzieleniu rownania przez wyrazenie, ktore zalezy od x i/lub y
mozna zgubi¢ rozwigzania, na ktérych to wyrazenie jest robwne zeru.
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Przyktad rownania o zmiennych rozdzielonych

Przyktad 7. 2°y°y' + 1 =v.

Rozwigzanie. 1. Rozdzielamy zmienne:

2,2dy __ ’ __d
ryrd=y—1 yzildy—x—f.

2. Catkujemy obie strony:

[igdy=[% <= S+yt+thly-1=-3+C

3. Przy rozdzieleniu zmiennych dzielilismy przez (y — 1)x?, wiec mogty sie
zgubi¢ rozwigzania y = 1 oraz x = 0. Oczywiscie, pierwsze z nich jest
rozwigzaniem, drugie nie.

[]
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Proces powielania

Przykiad 8. v/ = \v.
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Rownania jednorodne

Definicja 9. Réwnanie postaci y’ = f(%) nazywa sie rownaniem
jednorodnym.

Uwaga 10. Rbéwnanie jednorodne moze by¢ zapisane réwniez w postaci
M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0, gdzie funkcie M (z,y) i N(x,y) sa
jednorodne tego samego stopnia®.

* Zeby rozwigzac jednorodne réwnanie, wykonuje sie
podstawienie u(z) = £, po czym réwnanie zostanie
rownaniem o zmiennych rozdzielonych.

Funkcja F'(x, y) nazywa sie jednorodng stopnia «, jezeli Vt € R spetnia
sig tozsamos¢ F'(tx, ty) = t“F(x,y)
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Przyktad rownania jednorodnego

Przyktad 11. zdy = (v + y)dx.

Rozwigzanie. 1. Rdwnanie jest jednorodnym.

2. Zrobmy podstawienie y = ux, wiec % — g—gm + u.

3. W taki sposob, zdy = (z + y)dx <= zdu = dxr = u =
Inlz|+C =y =xz(n|x|+C).

4. Pozatym jest rozwigzanie x = 0, ktére zostato zagubiono przy dzieleniu
przez x.

[]
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Rownania rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

Definicja 12. Réwnanie ¢’ + a(x)y + b(x) = 0 nazywa sie réwnaniem
liniowym rzedu pierwszego.

 Zeby rozwigzaé réwnanie liniowe rzedu pierwszego, nalezy
najpierw rozwigzac rownanie 3’ + a(x)y = 0, w otrzymane;
catce ogblnej zamieni¢ dowolng statg C przez niewiadomg
funkcje C'(x), po tym, z rownania istotnego, znalez¢ C(z).
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Przyktad rdwnania liniowego rzedu pierwszego

Przyktad 13. v/ — yctgx = sin x.
Rozwigzanie. 1.

Yy —yctgr =0 = dy =ctgrdr = Inly| = [ SELdx =

S1inx

t =sinx
:f% =In|sinz|+InC = y = Csinz.
dt = cosx dx

2. y=C(z)sinz =y = C'(x)sinx + C(x )Cosa: yctgr =
C(x)cosz = C'(x)sine =sine = C(z) = [ de =z + C.

3. y(x) = (x + C)sinz.
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Rownanie liniowe o wspoétczynnikach statych

* Y+ ap 1y Y+ apay™ P 4 - ary + agy = f(a)
* Rownanie jednorodne:
y™ + a1y + a0y + -+ a1y + agy =0
* Rownanie charakterystyczne:
A"+ an_l)\”_l + an_g)\”_Q + -4+ aA+ay=0
* Rozwigzanie ogdlne rownania jednorodnego:
yo(x) = 016)\133 + 026)\2x + e CneA”‘”, gdzie Ai,..., A\, —
sg rozne pierwiastki rownania charakterystycznego
o e(utiv)z — JUT(cogpy + 4 sin ve)
° w przypadku piperwiastkow zespolonych zamiast
Chelutiv)z 4 Che(v—)T mozna przyjaé
C1e* cosvx + Coe™ sin vx

* Rozwigzanie ogdlne rownania niejednorodnego:
y(x) = yo(x) + y1(z), gdzie y; (x) — rozwigzanie szczegdbine
|

rownania niejednorodnego |
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Przyktad: drgania

° yn _ _k.Qy
* drgania wymuszone i rezonans: y” = —k?y + sin(ax)
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