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Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
http://users.pjwstk.edu.pl/“denisjuk/
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Funkcja pierwotna

® Fhnkela plenomna Definicja 1. Funkcja F'(x) jest pierwotng funkcjg dla funkcji f(x)

e Funkeja pierwotna na przedziale (a, b), jesli Vx € (a, b) funkcja F’ jest r6zniczkowalna
e Catka nieoznaczona
w tym punkcie oraz F'(x) = f(x).

Przyktad 2. 1. F'(z) = /1 — x? jest pierwotng dla
flx) = —\/1527 na przedziale (—1,1).
2. F(x) = sinx jest pierwotng dla f(x) = cosz na R.
3. F(z) = Inz jest pierwotna dia f(x) = 1 na przedziale

(0, +00). ’
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Funkcje pierwotne

o Jezeli F(x) jest pierwotng dla f(z),to VC € R F(x) + C' tez

jest pierwotng dla f(x).
e W taki spos6b mozna otrzymac wszystkie funkcje pierwotne.

Twierdzenie 3. Niech funkcje Fi(x) i F»(x) beda pierwotnymi dla

f(x) na przedziale (a,b). Wtedy istnieje C' € R, taka, ze
Fl(a:) — FQ(iE) + C.

Whniosek 4. Jezeli F'(x) jest jedna z funkcji pierwotnych dla f(x)
na przedziale (a, b), to dowolna funkcja ®(x), pierwotna dla f(x)

na (a,b) ma ksztatt ®(x) = F(x) + C, gdzie C jest stala.
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Catka nieoznaczona

Definicja 5. Zbi6r wszystich funkcji pierwotnych dla dane;
funkcji F'(x) na przedziale (a, b) nazywa sie catkg nieoznaczong
(nieokreslong) funkcji f (). Oznaczenie [ f(x) dz.

e Jezeli F'(x) jest funkcja pierwotng dla f(x) na przedziale (a,
to [ f(x)dx=F(z)+C.

Przyktad 6. 1. | \/1__“77 dx = v/1 — 22 + C na przedziale
(—1,1).

2. [cosxzdx =sinz + C na prostej R.

b),
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Wiasnosci catki nieoznaczonej

® Funkcja pierwotna
i catka nieoznaczona

2] = f(x),
r=F(zx)+C,

(2))dz = [ f(z)dx = [ g(x)dx
x))dr = \- ff ) dx, gdzie A € R,
[1ldz=2+C,

a+1 .
o1 + C, gdzie a # —1,

In \x\+C’ gdzie x # 0,
= 4 (C,gdzie 0 < a # 1,
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fsina:d:z: = —cosxz + C, fcosa:d:z: = sinx + C,
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Wiasnosci catki nieoznaczonej, cd

12.
13.
14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.

21.

Cofgx =tgr + C,gdziex # 5 +mn,n € Z,
—5— =ctge + C, gdziex # mn, n € Z,

dx
J \/% = arcsinz 4+ C, gdziex € (—1,1),

) \/1df7 = —arccosz + C, gdziex € (—1,1),

| % = arctgz + C,
dx

a2 = —arcctgx + C,
[ sinhx dz = coshz + C,
[ coshz dz = sinhz + C,
[ =% =tghz + C,

cosh?z

[ =% = —ctghz + C, gdzie = # 0.
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Przykiady

Przyktad 7 (Catki, ktorych nie mozna wyrazi¢ przez funkcje

elementarne).

o g A WN =

J
J

S1n xr

T
COS T

X

. [e ™ da,

. [ cos(z?) dx,

. [ sin(2?) dx,
& 0<a £,

dx,
dx, x # 0.
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Zamiana zmiennej w catce nieoznaczonej

Twierdzenie 8. Niech funkcjat = p(x) bedzie rézniczkowalna na

przedziale (v, B), funkcja G(t) bedzie pierwotng dla g(t) na

przedziale (a,b), gdzie (a,b) = ¢ ((a, B)). Wtedy na przedziale

(a, B)
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Przykiady

Przykiad 9. 1. f sin 3z dx = ‘

t = 3x
dt = 3dx

—%Cost—l—C: —lCOSSZI}—I—C.

t—x+a

dt =

t =

= [ ¢ =Inlt|

— COS T

—sinxz dx

— f%sintdt:

+C=In|lz+a|+C,

= — [eldt =
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Przyktady, cd

e 100 t = arctg x
° Ft(nkcja pierwotna Przyk'ad 10 1. f (arCtg CC) dﬂ? — ‘ dt — d§2 — f thOdt —
e Catka nieoznaczona 1+
$101 o (arctga:)ml
To1 T C = 101 +C.
t=95x —06
2003 . _ 1 2003 _
2. [(bx —6)"dx = I — 5 do =& [t dr =

+2004 _ (5z—6)2004
10020 +C = 10020 + 0,
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Catkowanie przez czesci

Twierdzenie 11. Niech funkcje u(x) oraz v(x) beda
rézniczkowalne na przedziale (a, b) i dla funkcji u' (z)v(x) istnieje
funkcja pierwotna na tym przedziale. Wtedy dla funkcji u(x)v' (x)

istnieje funkcja pierwotna oraz
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Przyktady — |

/Q?Q cos x dx

u(z) = z° v'(z) =coszx

W(z) =2z v(z)=sinz|

:c2sin:1:—2/aﬁsin:cda; —

N——"

u(x) =x V' (x) =sinz
1 wv(xr)=—cosx

x2sinx—|—2xcosa:—2/cosxda: —

(2 — 2)sinz + 2z cosz + C.
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Przyktady — Il

n # —1.

/x”lnxd:c =

uw(x) =Inz V' (z)=2"
1 o n+1
u(z) =3, v(z)= T
n—+1 1
‘ Inx — /az” dx
n+1 n+1
n—+1 1
’ (lnx — ) + C,
n+1 n+1
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Przyktady — lii

. P u(x) = e** v’(az) = cos fx|
e™ cos fr dx = ,( ) = Qe _ smﬁx =
= _sin 6:13 / / Ysin fxrdx =
B u(:c) = e%x = sin Sx
() = ae® v(a:) = __00%5“’ -
e*’sin fxr  « 042/
— + —e**cosfxr — — Y cos B ¢
B B2 B?

wiec [ e** cos fx dx =

a cos Bx+Bsin fr _ax 1 C.

Oé2—|—52

€
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