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Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
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Definicje pochodnych wyzszych rzedow

Definicja 1. 1. Niech funkcja f(x) bedzie rézniczkowalna
w otoczeniu punktu a. Jezeli f’(x) jest rézniczkowalng
w punkcie a, to pochodna (f’)/(a) nazywa sie drugg pochodna
funkcji f w punkcie a. Oznaczenie f”(a) lub f(?)(a). Funkcje f
nazywamy dwa razy rozniczkowalng w punkcie a.

2. Niech n > 2ifunkcja f(x) bedzie n razy r6zniczkowalna
w otoczeniu punktu a, oraz pochodna f(™ bedzie
rézniczkowalna w punkcie a. Wéwczas funkcja f jest (n + 1)
razy rozniczkowalnafunkcja rézniczkowalna n razy w punkcie a

oraz f(" ) (a) = (™) (a).

3. Alternatywne oznaczenia: f(™(x)

— a7

dxn J

y"(t)

i(t)-
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Pochodne wyzszych rzedow sumy, ilorazu i iloczynu

Twierdzenie 2. Niech funkcje f(x) oraz g(x) bedan razy
rézniczkowalne w punkcie a. Woéwczas f £ g tez bedzie n razy

rézniczkowalng funkcjg oraz ( f =+ g) () _ () 4 gn),

Dowod. Indukcja

L]

Twierdzenie 3 (Leibniz). Niech funkcje f(x) oraz g(x) beda n razy

rézniczkowalne w punkcie a. Wowczas f - g tez bedzie n razy

rézniczkowalng funkcja oraz (f - g) () — S° k) L gln=k),

Dowod. Indukcja

k=0
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Pochodne wyzszych rzedow funkcji elementarnych

Twierdzenie 4. 7. (azo‘)(n) =ala—1)...(a =n+1)z™

Dowad. Indukcja

2. (:c”)(n) = nl,

3. (x”)(nH) =0,

4. (ax)(n) =a” -In" a,

5. (In(1+2))™ = (—pn-12L)

6. (sinz) ) _ sin(z + §n),

7. (cosz) () _ cos(z + 5n),

5. (th) ™~ (C1nl(ad — be)(ca + d)~(+D . 1,

J
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Wzér Taylora

Twierdzenie 5 (Taylor-Lagrange). Niech funkcja f(x) bedzie

(n + 1) razy rézniczkowalng w otoczeniu punktu a. Wéwczas Vx

Z tego otoczenia 3¢ pomiedzy a a x, takie ze

£@) = )+ DY (gma)4 L0
LG

gdzie Ry 1(z) = f+D(g)

(:Iz—a)”‘H
(n+1)! -

A

(r—a)*+—

(z —a)" + Rpya(z),

(z—a)>+

(1)
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Dowod twierdzenia Taylora-Lagrange’a

Dowdd.

e Ustalmy punkt .
e Rozwazmy funkcje
(x—t)"T1

ﬁ&t)::“f(x)4‘¥xlBt)+‘( )n+1}bH4( ), gdzie
o g@(ﬂ? t)

Ft) + f'(t)( — 1) %_.f"(t)( t)2 NI J'f(”)(t)(aj O,

o Rpyi(z) = f(z) — f(a) - #(w—a) — ol
)2 — ... — L@ gyn

n!

e Funkcja v (t) spetnia warunki twierdzenia Rolle’a.

'/1:‘_

e Wiec istnieje punkt & pomiedzy a a x, taki ze ¢'(£) = 0.

—verte—
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Twierdzenie Taylora-Lagrange’a, cd

Dowod. cd.

¢ VO =rO+5H20 - - L+ L
Q) L 5)n _ {;@%3
(n+ 1) 2o R (2 )

e Wynika stad, ze
{T(Ln_)%? (z—&" 1 =(n+ 1)(5. a)r)m Rpt1(x).

(x

— &% -

o -

8/20



-1

® Pochodne wyzszych
rzedow. Wzér Taylora

e Definicje

e Wiasciwosci
e Wzér Taylora
® Zastosowania

Twierdzenie Taylora-Peano

Twierdzenie 6 (Taylor-Peano). Niech funkcja f(x) bedzie (n — 1)
razy rozniczkowalng w otoczeniu punktu a i ma pochodng rzedu n
w punkcie a. Wowczas

'(a "(q 3) (g
@)=t + 5P =0+ Pt Sy
(2)
() (q
_|_..._|_f n'( )(g;—a)”—l—o((a:—a)n). (3)

Uwaga 7. Wz6r 1 dla a = 0 nazywa sie wzorem Maclaurina.
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Wz6ér Maclaurina funkcji elementarnych

Twierdzenie 8. 1. e* =1+ 7 + ﬁ + o4 L 4 o(2™),
2. sinz =x — g—? + %? 4o (_1)k(gz’f:11)' o(z2k+1),
3. cosx =1 xz—? + % I (_1)14(:12:2’;! 0(:1:%),

4 m(l+z)=z— %5+ 5+ +(-1)" 12 +o(a"),
5 (14+x)* =

oz(oz—l)...('oz—n—i—l) 2

1+%x+a(0§?1)x2+---+

x4 o(z").

Whiosek 9 (dwumian Newtona). (a +b)" = > 1_, Cka*p"k.
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Zastosowania drugiej pochodnej

Twierdzenie 10 (Dostateczy warunek ekstremum). Niech funkcja
f(x) bedzie rézniczkowalng w otoczeniu punktu a i ma druga
pochodng w punkcie a. Wéwczas, jezeli f'(a) = 0 oraz f'(a) > 0
(f'(a) < 0), to funkcja f () ma w punkcie A lokalne minimum

(maksimum).

Dowdd.

fla+a) = f(a)+ f'(a)a+ f"(a)o” + o(a?)
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Funkcje wypukte

Definicja 11. Funkcja f(x) : |a, b] — R nazywa sie wypukta na

odcinku [a, ], jezeli Vx,y € [a, b],Va € [0, 1]

f(A-a)z+ay) <(1-a)f(z)+af(y)
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Funkcje wkleste

Definicja 12. Funkcja f(x) : [a, b] — R nazywa sie wklgstg na
odcinku [a, ], jezeli Vx,y € [a, b],Va € [0, 1]

f(A-a)z+ay) > (1 -a)f(z) +af(y)
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Dostateczny warunek wypuktosci

S o T Twierdzenie 13. Niech funkcja f(x) bedzie ciagta na odcinku [a, b),
) DT dwa razy rézniczkowalna na (a, b) i w kazdym punkcie x € (a, b)

e Wiasciwosci

o Wzt Taylora spetniona jest nieréwnosé " (x) > 0 (f"(x) < 0). Wéwczas

e Zastosowania

funkcja f (x) jest wypukta (wklesta) na |a, D).

Dowdd. Niecht = (1 — a)x 4+ ay. Wtedy
y—t=01-ao)(y—x),z—t=—aly —z)

Fo) = F0)+ £ (01~ )y o) + 5" E)((1 - a)(y )’

f@) = £(t) ~ F (Daly — ) + 5 (&) (aly — )
(1-0)f(x) + af(y) = f(1)+

15 (0= ) (@) (o —2)* + af"(€)((1 ~a)(y — )"

[
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Punkty przegiecia

Definicja 14. Niech funkcja f(x) bedzie ciagta na odcinku |a, b]

oraz rézniczkowalna na (a, b). Punkt x € (a, b) nazywa sie
punktem przegiecia, jezeli styczna w tym punkcie przechodzi
z jednej strony wykresu na druga.

)

flx) + f(x)(y — z)

"(x

X

o fly) < [fl(z)+
o fly)> f(z)+

e |ub odwrotnie

'
'
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Warunek konieczny punktu przegiecia

Twierdzenie 15. Niech funkcja f bedzie ciggta i rézniczkowalna

w otoczeniu punktu xo oraz ma drugg pochodng w xq. Wowczas,
jezeli x( jest punktem przegiecia, to f"(x¢) = 0.

Dowdd.

F(x) = f(z) = (f(zo) + f'(z0)(x — xo)) zmienia znak w zo.

Wiec nie moze mie€ ekstremum lokalnego w xy.

F'(x0) = f'(z0) — f'(w0) = 0.

F"(x9) = f"(x0). Gdyby f”(x0) nie byto by réwne 0, F'(x) by

miata ekstremum lokalne w x.

[
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Dostateczny warunek punktu przegiecia

Twierdzenie 16. Niech funkcja f bedzie dwa razy rézniczkowalna
w otoczeniu punktu xqg oraz to " zmienia znak w xy. Wéwczas g
jest punktem przegiecia.

Dowdd.

Pochodna funkcji F'(z) = f(x) — (f(xo) + f'(x0)(z — )
ma ekstremum lokalne w x.

F'(x0) = f'(z0) — f'(w0) = 0.
Wiec w sgsiedztwie xy pochodna jest tego samego znaku.
W taki sposdb, w punkcie xq funkcja F'(z) rosnie (lub maleje).

[
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Dostateczny warunek punktu przegiecia — Il

Twierdzenie 17. Niech funkcja f bedzie trzy razy rézniczkowalna

w otoczeniu punktu xq oraz to f"(z¢) = 07 f®) (x¢) # 0.
Wowczas x jest punktem przegiecia.

Dowdd.

e f"(x09) = 0 oraz jest monotoniczna w otoczeniu .

Wiec w xg zmienia znak.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

A

Dziedzina funkgji

Okres, parzysto$c, nieparzystosc
Punkty przeciecia osi

Asymptoty:

(a) pionowe
(b) poziome
(c) ukosne

Ekstrema lokalne
Punkty przegiecia
WL L LT

PROFIT
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji. Przykitady
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