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Wzrastanie funkcji w punkcie. Ekstremum lokalne

Niech dana bedzie funkcja y = f(x), okreslona w otoczeniu
punktu c.

Definicja 1. 1. Funkcja y = f(x) rosnie w punkcie c, jezeli
istnieje takie otoczenie punktu ¢, ze f(x) < f(c)dlaz < ¢
oraz f(x) > f(c)dlaz > c,

2. Funkcjay = f(x) maleje w punkcie c, jezeli istnieje takie
otoczenie punktu ¢, ze f(z) > f(c) dlax < coraz
f(x) < f(e)dlaz > c,

3. Funkcjay = f(x) ma maksimum lokalne w punkcie c, jezeli
istnieje takie otoczenie punktu ¢, w ktérym f(x) < f(c)

4. Funkcjay = f(x) ma minimum lokalne w punkcie c, jezeli
istnieje takie otoczenie punktu ¢, w ktérym f(x) = f(c)

5. Funkcjay = f(x) ma ekstremum lokalne w punkcie c, jezeli
ona ma w tym punkcie minimum lub maksimum lokalne.
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Konieczny warunek ekstremum

Twierdzenie 2. Niech dana bedzie funkcja f (x) rézniczkowalna
w punkcie a. Wtedy, jezeli f'(a) > 0 (f'(a) < 0), to f(x) rosnie
(maleje) w punkcie a.

Whniosek 3. Jezeli funkcja f(x) ma wpunkcie a ekstremum lokalne,

to f'(a) = 0.

Uwaga 4. Przyktad funkcji y = z3 wskazuje, ze twierdzenie 2 daje

dostateczny warunek wzrastania (malenia), ktory nie jest
koniecznym. Natomiast warunek ekstremum lokalnego z wniosku
jest koniecznym, i nie jest dostatecznym.

3
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Twierdzenie Rolle’a

Twierdzenie 5. Niech funkcjay = f(x) bedzie ciagta na przedziale

la, b], rézniczkowalna na przedziale (a, b), oraz f(a) = f(b).
Wtedy 3¢ € (a, b), takie ze ' (&) = 0.

Dowdd. f osigga swoje kresy M = sup f im = inf f. Jezeli
M =m,to f(x) = consti f'(x) = 0. Jezeli M > m, to
przynajmniej jeden z kresow jest osiggalny wewnatrz przedziatu
(a, b). Wiec w tym punkcie f ma ekstremum lokalne.

[
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Twierdzenie 6. Niech funkcjay = f(x) bedzie ciagta na przedziale
la, b] oraz rézniczkowalna na przedziale (a, b). Wtedy 3¢ € (a, b),

takie ze f(b) — f(a) = f'(§)(b— a).

Dowdd. Zastosowac twierdzenie Rolle’a (twierdzenie 5) do funkciji

f(z) = fla) = LU=L@ (5 _ ),

]
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Whnioski z twierdzenia Lagrange’a

® Wiashosel HnKal Twierdzenie 7. Niech funkcjay = f(x) bedzie rézniczkowalna na
rézniczkowalnych

o Ekstrema przedziale (a,b) orazVx € (a,b) f'(x) = 0. Wtedy

e Twierdzenie Rolle’a

e Twierdzenie f(ZC) — const.

Lagrange’a

® Minumum/Maksimum
@ Dwie nieréwnosci

o Twierdzenie Dowdd. Vx1,x2 € (a,b) istnieje £ € (a, b) takie, ze
) 0.

Cauchy’ego f(Q?Q) B f(xl) _ f’( (ng — 371) =
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Whnioski z twierdzenia Lagrange’a

Twierdzenie 8. Niech funkcjay = f(x) bedzie rézniczkowalna na

przedziale (a, b). Na to, Zeby funkcja f byta niemalejaca

(nierosngcg) na tym przedziale, potrzeba i wystarczy, Zeby na (a,

bylo f'(x) = 0 (f'(z) < 0).

Dowdd.

= Niech f(x) bedzie niemalejaca na (a, b). Wtedy w zadnym
z punktéw (a, b) funkcjg nie moze by¢ malejaca. Za moca
twierdzenia 2 w zadnym z punktéw (a, b) nie moze by¢

f'(x) <0.

< Niech Vz € (a, b) bedzie f/(x) > 0. Rozwazmy dowolne
r1, T2 € (a,b), takie ze x1 < xo. Istnieje € € (a, b), takie ze

f(z2) — f(z1) = f(§) (22 — 1) 2 0.

b)
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Dostateczny warunek monotonicznosci funkcji

Twierdzenie 9. Niech funkcjay = f(x) bedzie rézniczkowalna na
przedziale (a,b) orazVx € (a,b) f'(x) > 0 (f'(x) < 0). Wtedy
f(x) rosnie (maleje) na przedziale (a, b).

Uwaga 10. Warunek f/(x) > 0 nie jest koniecznym na to, zeby
3

funkcja f byta rosnacg na przedziale, np. y = z°.
Whniosek 11 (Dostateczny warunek ekstremum). Niech funkcja

y = f(x) bedzie rézniczkowalna w otoczeniu punktu a oraz
pochodna [’ w pukcie a zmienia znak z minusa na plus (z plusa na
minus). Wtedy f(x) ma w punkcie a minimum (maksimum) lokalne.
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Poszukiwanie maksimum i minimum funkcji

Twierdzenie 12. Niech funkcjay = f(x) bedzie ciagta na

przedziale |a, b] i réZniczkowalna w przedziale (a, b) za wyjatkiem

skonczonej ilosci punktéw. Wtedy funkcja f osigga maksimum
(minimum) w pukncie x, ktory spetnia jaden z warunkow:

e 1 Jjest koncem przedziatu,
o f'(zo) =0,
o f'(xg) nie istnieje.

Przykiad 13. Z kwadratowego kartonu stworz pudetko o najwiekszej

objetosci.
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Rozwiazanie zadania o pudetku

®
A
o f(z)==z(a—22)°, z€][0,3]
e fl(2)=0 < (a—22)(a—6x)=0 < =
. L® 0 %‘ -
fz) [0] % | o

e QOdp: nalezy nadcig¢ karton na odlegtosci % od rogu.
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Dwie nierownosci

Twierdzenie 14. 1. |sinx; — sinzo| < |21 — 22|
2. |arctgz; — arctg xao| < |r1 — 22|

Dowdd.

1. sinx] —sinxy = cosg(:m — :132),
2. arctgxi — arctgxro = ﬁ(ﬂﬁ — :CQ).
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Twierdzenie Cauchy’ego

Twierdzenie 15. Niech funkcje f(x) i g(x) beda rézniczkowalne na

przedziale (a, b), ciggte na przedziale [a, b] oraz g’ (x) # 0 na

(a,b). Wtedy istnigje € € (a,b), takie Ze

Dowod. Zastosowac twierdzenie Rolle’a (twierdzenie 5) do funkgiji

f(x)

— f(a)

_ f(b)=f(a)

9(b)—g(a)

(9(x)

— g(a)).

[
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Reguta de L'Hospitala (wyrazenie nieoznaczone ?)

Twierdzenie 16. Niech dane beda dwie funkcje f(x) i g(x),
okreslone i rozniczkowalne w sgsiedztwie punktu a, oraz
lim f(x) = lim g(x) = 0ig'(x) # 0 wtym samym sgsiedztwie.

Tr—a
Wtedy, jeZeli istnieje (by¢ moze, nieskoriczona) granica lim g E 3 fo
r—a
flz) [ ()
istnieje lim gy = 1w gy

Dowdd. Okreslmy funkcje f(x) oraz g(x) zerem w punkcie a.
Witedy funkcje te zostang ciggte w ototczeniu a i mozna zastosowac
twierdzenie Cauchy’ego (twierdzenie 15).

Niech { z,, } bedzie ciggiem, zbieznym do a o wyrazach réznych

: : o 5n J(@n)=f(a) _ f(&n)
od a. Wtedy Vn &, miedzy a i z,,, takie ze =@ = T

Ciag { &, } tez bedzie zbieznym do a i o wyrazach réznych od a.

W ten sposéb
b @) L (6
n—oo g(x,)  noo0 g'(n)

|
14 (46
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Reguta de LHospitala (wyrazenie nieoznaczone =)

Twierdzenie 17. Niech dane beda dwie funkcje f(x) i g(x),
okreslone i rozniczkowalne w sgsiedztwie punktu a, oraz oraz
lim f(x) = lim g(x) = oo w tym samym sasiedztwie. Wtedy,
r—ra

Tr—a
jezeli istnieje (by¢ moze, nieskonczona) granica lim / ,(x)
r—a 9'(2)
hmf()—hmf()
z—a 9(T) z—a 9'()"

Uwaga 18. Raguty de LHospitala sg wazne rowniez dla granic
jednostronnych oraz granic w nieskonczonosci

, to Istnigje
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Przykiady

e Wiasnosci funkgji .~ l—cosx ‘o Sinxe 1

s Przykiad 19. 1. lim —5>= = lim = 3.

rézniczkowalnych €T 21 9

® Ekstrema . T—sin x m_.>0 1—cosx m_°>0 sinz __ 1

e Twierdzenie Rolle’a 2. lim —= = lim 3,2 — lim 6z 6"

e Twierdzenie x—0 L x—0 L z—0 1/

Lagrange’a . . Inx ; x _
- - 3. lim /z-lnzx= lim 2% = lim — =

e Minumum/Maksimum 1/2 —1/2)-x—3/2

® Dwie nieréwnosci z—0+ . =0+ ¢ z—0+ ( / )

e Twierdzenie — 2. hm \/E — O

Cauchy’ego r—0+
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