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Pojecie pochodnej

Niech dana bedzie funkcja y = f(x), okreslona w otoczeniu (a, b)

punktu x.

Definicja 1. 1. Liczba Ax, taka ze x + Ax € (a, b) nazywa sie
przyrostem zmiennej niezaleznej x.

2. Liczba Ay = f(x + Axz) — f(x) nazywa sie przyrostem

funkcji f w punkcie .

Lemat 2. Funkcjay = f(x) jest ciggta w punkcie x wtedy i tylko

wtedy, gdy przyrost funkcji w tym punkcie, Ay = o(1) przy

Az — 0.

Definicja 3. 1. IIorazﬁ

2. Granica (o ile istnigje) f/(x) =

lim
Ay A

Axz—0

nazywa sie pochodng funkcji f w punkC|e Z.

3. Alternatywne oznaczenia: f'(x) = -,

df

y'(t) = y(t).

4 nazywa sie ilorazem rézniczkowym

Ay _ lim f(CBXxAx)
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Przykiady

Przyktad 4. 1. f(z) = const = f'(x) = 0.
2. f(z)=2= f'(x) =1.
3. Funkcja f(x) = |x| nie ma pochodnej w punkcie 0.
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Sens geometryczny pochodnej funkcji w punkcie

o N

flz+ w\) f(z)

\ |

T+ Az
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Komentarze do rysunku

Definicja 5. Prosta, przechodzgca przez punkty M i P nazywa sie

sieczng

e Kat pochylenia stycznej M P jest funkcjg od Az, oznaczmy jego

przez p(Ax).
o Ztrojkata M PN wida¢, ze tg p(Ax) = ﬁg
e W taki sposéb, przy Az — 0 (P — M) istnieje potozenie

graniczne stycznej wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje f'(x).

Definicja 6. Prostay = f(xo) + f'(x0)(x — xq) jest styczng do

wykresu funkcji y = f(x) w punkcie xg.

Uwaga 7. f'(x) zgadza sie z tangensem kata pochylenia styczne;.

Uwaga 8. Funkcja y = f(x), ktéra ma pochodng nazywa sie
rowniez gfadka.
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Funkcje rézniczkowalne

Definicja 9. Funkcja y = f(x) nazywa sie rdzniczkowalng

w punkcie z, jezeli A € R, takie ze Ay = A - Ax + o(Ax) przy

Az — 0.

Twierdzenie 10. Funkcjay = f(x) jest réZzniczkowalna w punkcie

xo wtedy i tylko wtedy, gdy istnigje f'(xq).

Dowod.
C L Ay s _
=i dim 5z = Jim (4 +0(1)) =4
= lim- Lo @) AT _ o — Ay = f/(z0) Az + o(Az).

Whniosek 11. Liczba A w definicji 9 rowna jest f'(xg).

Twierdzenie 12. Funkcja rozniczkowalna w punkcie jest ciggta

LA L +ll D'\lllﬂ'lf\:f\
Wy punrcre:
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Rézniczkowalnie funkcji ztozénej

Twierdzenie 13. Niech funkcja x = (t) bedzie rézniczkowalna

w punkcie tq, zas funkcjay = f(x) bedzie rézniczkowalng
w punkcie xo = @(tg). Wtedy funkcja ztoZzona f(p(t)) bedzie

rozniczkowalng w punkcie tq, przy czym

Dowaod.

[f(sf?(to))]/ = ' (p(to)) - ¢'(to)

o Az = ¢(to)At + o(At).

o Ay= f'(xzo)Ax + o(Az) = f'(¢(to)) |¢'(to) At +

o(A)] + o(At) = f/(p(t)) ' (to) AL + o( At).
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Rézniczkowalnie funkcji odwrotnej

e el Twierdzenie 14. Niech f(x) bedzie funkcjg rosnaca (malejaca)

® Definicja I cigglg w otoczeniu punktu x, oraz rozniczkowalng w punkcie x

e Rozniczkowalnose

- Roauly i f'(x) # 0. Wtedy w otoczeniu punktu 1o = f(xg) okreslona jest
- kel AomETaTe funkcja odwrotnax = f -1 (y), ktdra jest rosngcg (malejaca) i ciagta

w otoczeniu Yy oraz rozniczkowalna w punkcie yq |

1

/

FHwo)] = :

| | f' (o)

Dowod.
Az _ 1

[ A—z — ?

e Zamocg ciggtosci Ay — 0 <— Ax — 0.
Wiec lim {2 = —L

) : Ay—0 2V A A%
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A
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Rézniczkowanie sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji

Twierdzenie 15. Niech funkcje u(x) oraz v(x) beda

rozniczkowalne w punkcie x. Wtedy suma, roznica, iloczyn i iloraz
(iloraz w przypadku v(x) # 0) sg rézniczkowalne w punkcie x, przy

czym

1. u
2. u

3.
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Pochodne funkcji elementarnych

Twierdzenie 16. 7.

(log, x)’
g @) ==

© NSO A WD

1

1
7

-log, e,

(a®) = a® - Ina,

11.

12.

13.
14.
16X
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17.

1
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1

— T 132

1
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Dwod twierdzenia 16

e Pochodna funkgji DOWéd
jednej zmiennej ’
e Definicja Alog, x _ log,(x+Ax)—log,(z) 1 z Az __
oEéZniczkowalnoéé 1 Aa:a o - . Ax : o EA_:U 1Oga(1 _|_ 7) T
e Reguly £
r6zniczkowania 1 loga |:(1 -+ &) Awi| — = 10ga &
e Funkcje elementarne L L Ax—0 L
3(@®Y = b o =gl = ¥ —g%. Ina,

(log, y)’ %logae - log,e
5 (xa)/ _ (ealnx)/ _ 6alnar: ) (aln:z:)’ — 0. CLl _ axa—l.

i
A - A
g Asinz _ sin(z4+Az)—sinx __ 2(:03(3;4—733) sin 5%
sin 2%
cos(x + Af) A > COSI.
=  Az—0

/ - ° 7T / - e TT / L .
7 (cosz)’ = (Sm(il_ x)) = cos(§ —z) (5 — ) = —sinz.

; __ (sinz\ __ (sinz) cosx—sinz(cosxz)’
8 (tgx)' = (—Cosx) — — —
cos? x+sin?x 1

cos? x ~ cos?z’

—Vverte—
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Dwod twierdzenia 16, cd

® Pochodna funkgji Dowod. cd.

jednej zmiennej

e Definicja ( . )/ L 1 o 1 . 1 _ 1

. Eéiniczkowalnoéé 10 (arcsinzx)” = (siny)’ =~ cosy  cosarcsinxz = /1—g2°
e Reguly

rézniczkowania 12 (arctg gj)/ — (tgly)’ — C082 Yy = COS2(arCtg .CU) _ 1

2 .
e Funkcje elementarne ; 142
. x__,—x €T —x
14 (sinhx) = (%) = ¢<t¢ — — coshu.
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