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Potega wymierna

Twierdzenie 1. Niechn € N. Wtedy funkcja " przy x € [0, +00)
rosnie i jest ciggfa.

Dowéd. x§ — % = (g — 1) (ah t + 20 2y +- -+ 2.
Whniosek 2. [stnieje funkcja, odwrotna do
z" : |0, +00) — |0, +00), pierwiastek stopnia n: y — /Y.

Definicja 3. Niech a bedzie liczbg wymierng. Wtedy dlaa > 0
okreslone jest a® w sposdb nastepujacy:

>~ =

1
Dlan > 0:z» = {/a,
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dam,n > 0:an =

aO:L
daa < 0:a% =

1
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Witasnosci wymiernej potegi

Twierdzenie 4. 1.
(a®)P = a®’, a® b® = (ab)®, a®-af =a*th.
2. Dlaa>1oraza >0 a® > 1.
3. Dlaa > 1 funkcja a® roSnie na zbiorze liczb wymiernych.

Dowad.
2. Zatozymy, ze an < 1.
e e,

3. am < qm™ dla™ < T2
ni no
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Funkcja wyktadnicza

;:;;fglgfngﬁszj;; Twierdzenie 5. Niech dane bedg x,a € R, a > 1. Istnigje jedyna
® Potega liczba rzeczywista v, taka, ze dla dowolnych liczb v, 5 € Q,
o Wyktadnicza Q B
e Logarytm Oé<33<6:>a, éyéa
e Potegowa
'IV+9°”°““G”VCZ”G Definicja 6. Definiuiemydlaa > 1, z € R, potege a” jako jedyng
o Hiperboliczne liczbe, okreslong w twierdzeniu 5. Dla 0 < a < 1 definiujemy
= (1)
. :
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Wiasnosci funkcji wyktadniczej

Twierdzenie 7. 1.

2.

s

(a®)P =a*P, a®-b* = (ab)®, a®-a’ =a®"P.
Funkcja a® dlaa > 1 rosnie, dla0 < a < 1 maleje na catg
prosta.

Funkcja a” jest ciggtg Vx € R.

Funkcja a” jest dodatnigVx € R.

Dlaa>1 lim a* =0, lim a® =+o0,dlal <a <1

T— — 00 T— 400
lim a* = 400, lim a* = 0.
T— — OO Tr—+00

Zbiorem wartosci funkcji a® (a # 1) jest pétprosta (0, +00).
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Wykres funkcji y = a”

Rysunek 1: Wykres funkcji y
0 < a < 1 (po prawej)

a® dla a > 1 (po lewej) oraz dla
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Logarytm

Definicja 8. Funkcje
log, x: (0,400) = R,a € (0,1) U (1, 4+00) definiujemy jako
odwrotng do a” : R — (0, +00).

Wiasnosci logarytmu

Twierdzenie 9. 7. log,(x1 - x2) = log, 1 + log, x2,

log, (L) = log, 71 — log, x2, log,(z%) = a - log, ,
__ logyx
~ logya-

log,

2. Funkcjay = log, x jest ciggta i rosnaca na pdtprostej (0, +00)

dlaa > 1 oraz malejgcg dla0 < a < 1.

3. lim log,x = —oo, lim log,x = 400 przya > 1 oraz
r—0+ Tr——+00
a;g%lJr log, x = 400, xgrfoo 0g, T oo przy0 < a <
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Wykres funkcji y = log_ x

2,,
1.5¢%
1.5¢
1,
1,,
0.5
0.5 2 4 6 8
0
0 ) i 6 8 0.5
-0.5
_]_7
_177
1.5¢%
1.5¢
-27

Rysunek 2: Wykres funkcji y = log, z dla a > 1 (po lewej) oraz dla

0 < a < 1 (po prawej)

Uwaga 10. Logarytm przy podstawie e nazywa si¢ naturalnym
i oznacza sie In .
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Funkcja potegowa

® Przeglad wiasnosci Definicja 11. Dla a € R, okreslamy funkcje

funkcji elementarnych 1

* Potega % : (0, 400) — (0, 00) w sposdb nastepujacy: x& = e*™ 7.

e Wyktadnicza

® Logarytm

e Potegowa s m T =
Wiasnosci funkcji potegowej

e Trygonometryczne
e Kotowe

e Hiperboliczne Twierdzenie 12. 1. Funkcja x® jest funkcja ciggta na (0, +00).
2. Funkcja x© jest funkcjg rosngcg przy o« > 0 i malejacg przy
a < 0 na przedziale (0, 4+00).

3. lim 2z =0przya > 0oraz lim x% = +oo przy o < 0.
r—0+ z—0+

4. lim 2% =4ocoprzya >0oraz lim z%=0przya <O.
T—r—+00 T—r—+00
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Wykres funkcji y = z“

® Przeglad wtasnosci 2 a>1 a=1 a=- a<-1
funkcji elementarnych
e Potega
o Wyktadnicza 1.54 1. 51
® Logarytm
e Potegowa a<l
e Trygonometryczne
e Kotowe 1 4 a>-1
e Hiperboliczne

0.5¢ 0. 5]

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Rysunek 3: Wykres funkcji y = % dla o > 0 (po lewej) oraz dla oo < 0
(po prawej)
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Podstawowe wiasnosci funkcji trygonometrycznych

Twierdzenie 13. 1. sin(z + y) = sinz cosy + cos x sin ¥,

S Ok WD

cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin g,
sin® ¢ + cos?y = 1,

sin0 = 0, sin% =1,

cos0=1,cos 5 =0,

Dla0 <z <% 0<sinz<az< L

COS T
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Wiasnosci funkcji trygonometrycznych

Whniosek 14. 1. |sinz| <1
sin(—x) = —sinx, cos(—z) = cos z,
sin(z — y) = sinx cos y — cos x sin ¥,
cos(x — y) = cosx cosy + Sinaj sin ,
sinx + siny = 2sin a:—;y COS
sinz — siny = 2sin =< cos ‘r%y

cosx = sin(5 — x),

© ® NSO KNOD

| sinz| < |z|.

sin(z + 27) = sinx, cos(z + 27) = cos x,

13/25 "



-1

® Przeglad wtasnosci
funkcji elementarnych

e Potega

e Wyktadnicza

® Logarytm

e Potegowa

® Trygonometryczne
e Kotowe

e Hiperboliczne

Funkcje okresowe

Definicja 15. Funkcja f(x) nazywa sie okresowa, jezeli istnieje

minimalna liczba T" € R, takia, ze Vx zachodzi f(z + 1) = f(T).

Liczba T przy tym nazywa sie okresem funkcji f(x).

Uwaga 16. Wtasnos$¢ 8 oznacza, ze funkcje sin x i cos x majg okres

27. Mozna udowodnié, ze 27 jest najmniejszym z okresow.

Uwaga 17. Stata funkcja nie jest okresowa.
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Wiasnosci funkciji sin x oraz cos z. Cd.

Twierdzenie 18. Funkcje sin x oraz cos x sg ciggte na catej
prostej R.

Dowad.

e sinx jest cigglg w zerze.
e sinx — sinx, = 2cos 5”'4"296”
nieskonczone matym dla ciggu z,, — x.

e cosx =sin(§ — ).

Twierdzenie 19. Funkcja sin x rosnie na kazdym z przedziatow
2km — 5, 2km + 5| i maleje na kazdym z przedziatéw

(2K + )7r -z (Zk + 1) + 5], zas funkcja cos & rosnie na
kazdym z przedZIa/ow 2km, 2k + 7| i maleje na kazdym

z przedziatow [2km — m, 2kn|. Wszedzie k jest liczba catkowita,
L- — 0 -1 L9

\J’_I__L’_I_H’ooo.
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Wykresy funkciji sin x oraz cos x

/2

5m/2

- =5 U 0

1,,
0.5¢ o/ 54
\ =21 - T 21 -5m/ —-311/2 -11/2
5 KO -10 -

0.51

10

Rysunek 4: Wykres funkcji y = sin x (po lewej) oraz y = cos x (po prawej)
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Funkcje tg x, ctg x

- .. __ =i
Definicja 20.CC1)S;$ tgr = 2=
2. clgx = 5 -

Uwaga 21. W literaturze anglojezycznej uzywa sie oznaczen tg x

oraz ctg x.

Wtasnosci funkcji tg x i ctg

Twierdzenie 22. 1. Funkcjatg x jest ciggla przy x + % + km, zas

funkcja ctg x jest ciggta przy x =~ k.
2. Funkcje tg x oraz ctg x majgq okres .
3. Funkcja tg x rosnie na kazdym z przedziatow

(=5 + km, 5 + k), zas funkcja ctg x maleje na kazdym z

przeaziatéw (km,m + kr) (k € Z).
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—31

/2

/2

3m/2

2

AN

Rysunek 5: Wykres funkcji y = tg x (po lewej) oraz y = ctg x (po prawej)
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Funkcje kotowe (odwrotne trygonometryczne funkcje)

Definicja23. ¢ arcsinz : [—1,1] — [=T, T] jest funkcja

odwrotng do sinx : |5, 5| — [—1,1].

e arccosx :|—1,1] — [0, 7] jest funkcja odwrotng do
cosx : [0, 7] — [—1,1].

o arctgz : (—o00,+00) = (=5, F) jest funkcjg odwrotng do
tgx: (—5,5) — (o0, +0),

o arcctg —00, +00) — (0, ) jest funkcja odwrotng do

T
ctgx : (0,m) — (—o00,+00).

Twierdzenie 24. 1. Wszystkie te funkcje sg ciggte,
2. funkcje arcsin x i arctg x sg rosngce,
3. arccosx oraz arcctg x sg malejgce.
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Wykresy funkciji arc sin x oraz arc cos x

/2

1 -m/2

0.5

-0.5

0.5

Rysunek 6: Wykres funkcji y = arcsinx (po lewej) oraz y = arccosx

(PO prawe)

20/25



-1

® Przeglad wtasnosci
funkcji elementarnych

e Potega

o Wyktadnicza

® Logarytm

e Potegowa

e Trygonometryczne
e Kotowe

e Hiperboliczne

Wykresy funkcji arctg x oraz arcctg x

/2

-Tt/2

. N
A

o
=

Rysunek 7: Wykres funkcji y = arctg x (po lewej) oraz y = arcctg x (po

prawej)
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Funkcje hiperboliczne

Definicja 25. 1. Funkcja sinh = ew_ze_x nazywa sie sinusem
hiperbolicznym
Funkcja cosh = & 4‘26_1: nazywa sie cosinusem hiperbolicznym
Funkcja tgh = zgﬁﬁ = Z:Z:z nazywa sie tangensem
hiperbolicznym

4. Funkcja ctgh = % — % nazywa sie cotangensem
hiperbolicznym

Twierdzenie 26. Funkcje hiperboliczne sg ciggte we wszystkich
punktach prostej R (cotangens hiperboliczny oprocz punktu x =

Twierdzenie 27.

sinh(z 4+ y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh ¥,
cosh(x + y) = cosh x - coshy + sinh x - sinh y.

0).
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Wykresy funkcji sinh x oraz cosh «

Rysunek 8: Wykres funkcji y = sinh x (po lewej) oraz y = cosh x (po

prawej)
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Wykresy funkcji tgh x oraz ctgh x

- 1.

5

-0.5

.5

1.5

Rysunek 9: Wykres funkcji y = tghx (po lewej) oraz y = ctghx (po

prawej)
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