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Definicja funkcji ciagtej

Niech dana bedzie funkcja f(x), okre$lona w otoczeniu punktu a.

Definicja 1. Funkcja f(x) nazywa sie ciggfg w punkcie a, jezeli

lim f(x) = f(a). Jezeli f(x) jest ciagta w kazdym punkcie zbioru
r—a

X, to méwimy wéwczas, ze f jest ciggta na zbiorze X.
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Wtasnosci lokalne funkcji ciagtych

Twierdzenie 2. Niech dane beda funkcje f(x) i g(x), ciggte

w punkcie a. Wtedy funkcje f £ g, f - g oraz % (ostatnia przy
zatozeniu g(a) # 0) sg ciagte w punkcie a.

Whniosek 3. 1. Stafa funkcja jest ciggfa.

2.
3.
4.

f(x) = x jest funkcja ciagta.
Wielomian jest funkcjg ciggta.

P(z)

Niech R(x) = O(x) bedzie funkcja wymierna, przy czym

Q(x) # 0 na przedziale [a, b]. Wtedy R(x) jest funkcja ciggta

na przedziale |a, b].
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Witasnosci lokalne funkcji ciagtych, cd

Definicja 4. Funkcja f : X — IR nazywa sie ograniczong z géry

(z dotu), jezeli AM € R (m € R), takie Vo € X spetnia sie

nierbwnos$¢ f(x) < M (f(x) = m). Funkcja, ograniczona z dotu

| Z gOry nazywa sie ograniczong.

Twierdzenie 5. Funkcja, ciggta w punkcie a, jest ograniczona
w otoczeniu a.

Twierdzenie 6. Niech funkcja f bedzie ciggta w punkcie a, oraz
f(a) >0 (f(a) < 0). Wtedy, w otoczeniu punktu a, f(z) > 0
(f(x) <0).

5/15



-1

e Wiasciwosci funkgciji
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Funkcje ztozone

Definicja 7. Niech dane bedg dwie funkcje f : X — Y oraz
g:Y — Z.Wobwczas funkcjah =go f : X — Z,

h :x — g(f(x)) nazywa sie funkcja ztoZona (superpozycja funkcji

fig)

Twierdzenie 8. Niech funkcja f(x) bedzie ciagta w punkcie x,
funkcja g(y) bedzie ciagta w punkcie yo = f(xg). Wtedy g o f
bedzie ciggta w punkcie x.
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Wiasciwosci globalne funkcji ciagtych

Twierdzenie 9. Niech funkcja f bedzie ciagta na przedziale |a, b]
I ma w koncach tego przedziatu wartosci roznych znakow
(f(a)f(b) < 0). Wtedy istnieje taki punkt xo € (a,b), ze

f(:lfo) = (.

Dowdéd. Rozwazmy przypadek f(a) > 0, f(b) < 0. Za xg mozna

przyja¢ sup { x € [a,b] | f(z) > 0}.

Whniosek 10. Niech funkcja f bedzie ciagta na przedziale |a, b].
Wtedy Vv miedzy f(a) a f(b) istnieje x¢ € (a,b), takie, ze
f(@o) = 1.

Whniosek 11. Rownanie

[

ap + a1x + asx? + - - - + agpr?k 4+ 2+l =, gdzie k > 0, ma

przynajmnief jeden pierwiastek.
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Kresy funkcji. Twierdzenia Weierstrassa

Definicja 12 (cf. definicje 4). Funkcja f : X — R jest ograniczona
Z géry (z dotu, ograniczona), jezeli takim jest zbiér { f(X) }. Liczby
inf { f(X) } oraz sup { f(X) } nazywaja sie odpowiednio dolnym
i gornym kresem funkgciji f: in)f( f(x) =inf{ f(X) },

e
sup f(z) =sup{ f(X) }.
reX
Twierdzenie 13 (Pierwsze twierdzenie Weierstrassa). Niech
funkcja f bedzie ciggla na przedziale [a, b]. Wtedy f jest
ograniczona na tym przedziale.

Twierdzenie 14 (Drugie twierdzenie Weierstrassa). Niech funkcja f
bedzie ciagta na przedziale |a, b]. Wtedy f osiaga na tym przedziale
swoje kresy.

Dowdd. Zatozmy, ze M = sup f(x) nie jest osiggalnym. Wtedy
z€|a,b]

1 — jest ograniczona. [] |

£/
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Funkcje monotoniczne

Definicja 15. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.

1.

Funkcja y = f(x) nazywa sie rosngcg, jezeli

Vry, e x1 < 2 = f(x1) < f(x2).

Funkcja y = f(x) nazywa sie malejaca, jezeli

Va1, xe:x1 < 2 = f(x1) > f(x2).

Funkcja y = f(x) nazywa sie niemalejgca, jezeli

Vi, 20 i 21 < 22 = f(x1) < f(x2).

Funkcja y = f(x) nazywa sie nierosngca, jezeli

Vi, 20t 21 < 20 = f(x1) = f(x2).

Funkcja y = f(x) nazywa sie monotoniczna, jezeli ona jest
nierosnaca lub niemalejaca.

Funkcja y = f(x) nazywa sie Scisle monotoniczng, jezeli ona

jest rosngcg lub malejaca.
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Przyktady funkcji monotonicznych

Przyktad 16. 1. f(x) = x ro$nie na catej osi R.

2. f(x) = 22 jest rosngca na pétprostej [0, +00) i malejaca na

(—00, 0].
3. f(x) = sign x jest niemalejaca.
4. f(z) = 1 jestrosnaca na zbiorach (—oo, 0) oraz (0, +00).

10/15



-1

e Wiasciwosci funkgciji
ciagtych

e Definicja

e Lokalne

e Globalne

® Monotoniczne

Odwrotna funkcja

Definicja 17. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.

1. JedliVay,x0 € X 1 1 # 29 = f(x1) # f(x2), to funkcja f

nazywa sie roznowartosciowa (injektywna).

2. JedliVy € Y dzx € X, takize f(x) = y, to funkcja f nazywa

sie odwzorowaniem ,na” (funkcjg surjektywna).

3. Ro6znowartosciowe odwzorowanie ,na” nazywa sie
wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem (funkcjg
bijektywng).

Definicja 18. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y. Funkcja

f=1:Y — X (oile taka funkcja istnieje) nazywa sie odwrotng do

f, jezeli
1. Vee X fY(f(z)=xczylif~lof=1x"
2. VyeY f(f'y)=yczylifof =1y

"1 : Z — Z — odwzorowanie jednostkowe, Vz € Z : W z(z) = z
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Funckja odwrotna, cd

Twierdzenie 19. Niech dana bedzie funkcja f : X — Y.
Wéwczas istnieje funkcja odwrotna f~1 1Y — X <= f jest

wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem.

Przyktad 20. 1.

f=:[2a
2. Niech f :
f=Ho,

a, 2

0
4]

Niech [ : [a,

b] —
2] =
= [0,

la, 0, f~

0,
2],

]
4]

, f
f=H(

]
"(y)
(z) =

y) =

2a,2b], f(x) = 2x. Wtedy

— Y

@.

. Wtedy
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Wiasciwosci funkcji monotonicznych

Twierdzenie 21. Niech dana bedzie monotoniczna na przedziale

la, b] funkcja f. Wtedy Ve, a < ¢ < b Ve, a < ¢ < b) istnieje
lim f(z) (lim f(x)).
r—rc+ Tr—rCc—

Dowdd. Niech funkcja f(x) bedzie niemalejgca. Wtedy
lim f(z)=inf{ f(z) |x > c}.

r—c+
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Wiasciwosci funkcji monotonicznych

Twierdzenie 22. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na
przedziale |a, b] funkcja f, f(a) = «, f(b) = B. Wtedy, jesli
zbiorem wartosci f jest przedziat o, 3] (|5, ]), to na tym

przedziale jest okreslona funkcja odwrotna f —1 ktéra réwniez jest

rosngcg (malejaca).

Dowdd.

1. f jest odwzorowaniem ,na”,
2. f jest funkcjg r6znowartos$ciowa,
3. 1 < X9 <= f(ilfl) < f(ajg)
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Funkcja odwrotna do monotnonicznej

Twierdzenie 23. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na

przedziale |a, b] funkcja f, f(a) = «, f(b) = B. Nato, aby f byta

ciggta, potrzeba i wystarczy, zeby VY~ miedzy o i 3 istniat punkt
T € |a,bl, taki ze f(x) = .

Twierdzenie 24. Niech dana bedzie rosngca (malejgca) na

przedziale [a, b] i ciagta funkcja f, f(a) = «, f(b) = 3. Wtedy, na
przedziale [cv, ] (|3, &!]) okreslona jest funkcja odwrotna f 1, ktéra

rowniez jest rosngcg (malejgcg) i ciggta.
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