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Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem
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Definicja Heinego

:g:i:‘i‘;?;“”kd Niech dana bedzie funkcja f(x) okreslona w sasiedztwie punktu a.
® Rzad funkcji
o Asympoty Definicja 1. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(x)

w punkcie a, jezeli dla dowolnego ciagu { a,, } zbieznego do a
i takiego, ze a, # adlan =1,2,3... ciag { f(a,) } jest zbiezny
do b. Oznaczenie:

lim f(x) =b Ilub f(x) — b.

Tr—a Tr—a
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Definicja Cauchy’ego

Definicja 2. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(x)
w punkcie a, jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
liczba d > 0,takazeVr : 0 < |z —a| < d = |f(x) — b| < e.

Definicja 3. Liczba b nazywa sie granica funkcji y = f(x)

w punkcie a, jezeli dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje takie

sgsiedztwo U punktu a (i.e. U = (a — d,a) U (a,a + 9)), ze
fU)CV.

Uwaga 4. Funkcja f(x) moze nie by¢ okre$lona w punkcie a.
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Réwnowaznosc¢ dwoch definicji

Twierdzenie 5. Definicje 1 i 2 sg rownowazne.

Dowad.

o
° =

Przyktad 6. 1. f(x)=c
2. f(zx)==x

1, =€
3. Funkcja Dirichleta D(z) = { 0

0, ©¢Q
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Granice jednostronne

Definicja 7 (Heine). Liczba b jest prawostronng (lewostronng)

granica funkcji f(x) w punkcie a, jezeli dla dowolnego ciagu { a,, }

o wyrazach wiekszych (mniejszych) od a i zbieznego do a cigg

{ f(ay,) } jest zbieznym do b. Oznaczenie:

r—a-+

lim f(z)=b (

lub

T—a—

lim f(z) = b)
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Granice jednostronne

Definicja 8 (Cauchy). Liczba b jest prawostronng (lewostronng)
granica funkcji f(x) w punkcie a, jezeli dla dowolnej liczby
rzeczywistej € > 0 istnieje liczba 0 > 0, taka ze
Vr:a<zxrz—a+d=|f(r)—bl <e
Vr:a—90<zxz<a=|f(x)—bl <e).

Definicja 9 (Cauchy). Liczba b nazywa sie prawostronng
(lewostronng) granica funkcji y = f(x) w punkcie a, jezeli dla
dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje takie prawe (lewe)
sgsiedztwo U punktu a (i. e. U = (a, a + 9), odpowiednio
U= (a—9,a)),ze f(U)CV.
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Réwnowaznosé definiciji

Twierdzenie 10. Definicje 7 i 8 sg rownowazne.

(1, >0
Przyktad 11. sign(z) =<0, x=0
-1, <0
1. lim signx =1,
r—0+4
2. lim signx = —1.
r—0—

Twierdzenie 12. f(x) ma granice w punkcie a <= istniejg i sg
rowne sobie granice lewostronna i prawostronna.
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Granice w otoczeniu nhieskonczonosci

Definicja 13 (Heine). Liczba b jest granicg funkcji f (x) przy
r — 00, jezeli dla dowolnego nieskonczenie duzego ciagu { a,, }
ciag { f(an) } jest zbieznym do b. Oznaczenie:

lim f(z)=0b Ilub f(z) — b.

T—>00 T—>00

Definicja 14 (Cauchy). Liczba b jest granica funkcji f (x) przy

xr — 00, jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnigje liczba

A>0,takazeVr : || > A= |f(x) — b <e.

Definicja 15 (Cauchy). Liczba b nazywa sie granicag funkcji f (x)
przy x — 00, jezeli dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje
takie otoczenie nieskoriczonosci U, ze f(U) C V.

Twierdzenie 16. Definicje 13 i 14 sg rownowazne.
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Jednostronne granice w otoczeniu nieskonczonosci

Definicja 17 (Heine). Liczba b jest granicg funkcji f (x) przy

r — F00, jezeli dla dowolnego nieskonczenie duzego ciagu { a,, }
o wyrazach dodatnich (ujemnych) ciag { f(a,) } jest zbieznym do b.

Oznaczenie:

li — | .

A S =0 e S b
Definicja 18 (Cauchy). Liczba b jest granica funkcji f (x) przy
xr — F00, jezeli dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
liczba A > 0, taka ze

Va : x > A(odpowiedno z < —A) = |f(z) — b| < e.

Definicja 19 (Cauchy). Liczba b nazywa sie granica funkcji f (x)

przy x — 00, jezeli dla dowolnego otoczenia V' punktu b istnieje

takie otoczenie plus nieskonczonosci (odpowienio minus
nieskoriczonosci) U, ze f(U) C V.

Twierd ie 20, Definicie 17.i 18 , Shel
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Przykiady
ogref\.ni.c? Funkci Przyk'ad 21. ° hm l — 0,
e Definicja ot
e Rzad funkciji . .
oAsjmptoty] ¢ :Bllgrl—loo Slgﬂ(ﬂ?) — 1:
e lim sign(x)= —1.
T—r—0<0
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Kryterium Cauchy’ego

Twierdzenie 22. Funkcja f(x) ma w punkcie a granice <
Ve >0 do > 0, takie ze
Vri, 20 : |z —al <6, |ve —al <= |f(x1) — f(z2)]| < e.
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Dziatania a granicy

Twierdzenie 23. Przy zatozeniu, Ze granice lim f(x) ilim g(x)
istniejg, majg miejsce wzory:

o lim(f(z)+g(z))=lm f(x) £ limg(z),
o lim(f(z)-g(x)) =1lim f(z)-limg(x),

e lim gég EI; gég oilelim g(x) # 0,

e f(x)< ) = lim f(z) < lim g(x),

g(x
e f(x)<h(x ) g(x)ilim f(x) =limg(x) = limh(x) =

lim f(z) = lim g(x).

Dowodd. Wynika z wtasciwosci zbieznych ciggow.
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Whioski

Whniosek 24. e Niech P(x) bedzie wielomianem. Wtedy

lim P(x) = P(a).

° N/ech R(z) = QE ; bedzie funkcjg wymierna, przy czym
= R(a).

Q(a) # 0. Wiedy lim R(x)
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Funkcje nieskonczenie mate

Definicja 25. Funkcja a(x) nazywa sie nieskoriczenie matg przy

r — a, jezeli lim a(x) = 0. Oznaczenie:
r—ra

a(x) = o(1) przy x — a.

Przyktad 26. ¢ (x —a)” = o(1) przy x — a.
e Jezeli lim = b, to funkcja f(x) = b+ o(1) przy x — a.

r—a

Uwaga 27. W definicji 25 moze by¢ * — a=%, x — 00, x — F00.
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Funkcje nieskonczenie duze

Definicja 28 (Heine). Funkcja f(x) nazywa sie nieskoriczenie duza
przy x — a, jezeli dla dowolnego ciagu { a,, } o wyrazach réznych

od a ciag wartosci funkciji { f(ay,) } jest nieskonczenie duzym.
Oznaczenie: lim f(x) = oo.

Tr—ra
Definicja 29 (Cauchy). Funkcja f(x) nazywa sie nieskoriczenie
duzg przy x — a, jezeli dla dowolnej liczby N > 0 istnieje takie
d>0,zeVr:|r—al <d=|f(z)] > A

Definicja 30 (Cauchy). Funkcja f(x) nazywa sie nieskoriczenie

duzgprzy r — a, jezeli dla dowolnego otoczenia nieskonczonosci V'

istnieje takie sasiedzstwo U punktu a, ze f(U) C V.

Twierdzenie 31. Definicje 28 i 29 sg rownowazne.
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Funkcje nieskonczenie duze. Cd

1i_r>n f(x) = +o00
xgrgli f(CC) -
a:l—l>rcrl,l:|: f(ﬂ?) = Foc
lim f(z) =00
T—r 00
lim f(z) =+o0
oo (%) = 00
lim f(x) =400
T—£00

Przykiad 32. ¢ lim

r—0—
1

lim = = +o0.
x—0+ L

= = —09
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Rzad funkciji

Definicja 33. Niech dane beda a(x) i 5(x) — dwie funkcje
okreslone przy x — a. Wéwczas

e a(x)=o(B(x))przy x — a, jezeli istnieje taka nieskonczenie
mata przy x — a funkcja e(x), ze |a(z)| < e(x)|5(z)|
przy r — a.

e a(x)=0(B(x))przy x — a, jezeli istnieje taka stata C' € R,
ze |a(z)| < C|B(z)| przy  — a.

e «a(x)~ B(x)przy x — a, jezeliprzy x — a jednoczesnie

a(z) = O0(B(x)) i B(z) = Oa(z)).

Uwaga 34. W definicji 33 moze by¢ x — a%, x — o0, x — F00.
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Rzad funkciji. Cd

Twierdzenie 35. ¢ JeZeli lim E g =0, to a(x) = o(B(x)) przy

Przykitad 36. e

r — Q.

r—a 5

Jezeli istnieje 11_r>n BE ; C,toa(x) =0(B(x)) przyx — a.

5

V1 — z2

3

OW1—x)przyx — 1—.

3 —x° ~ bz + 2" ~ z3 przy x — 0,
—= ~ —przyx—>+oo
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Asymptoty pionowe

Definicja 37. Prosta x = a jest

1. (obustronng) pionowa asymptotg funkcji f(x), jezeli

lim f(x) = o0
T—rX(
2. lewostronng pionowa asymptota funkcji f(x), jezeli
lim f(z) =00
T—T()—
3. prawostronng pionowa asymptota funkcji f(x), jezeli
i =
ﬂc—gﬁré-F f(x) >
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Asymptoty poziome

Definicja 38. Prosta y = b jest

1. (obustronng) pozioma asymptota funkcji f(x), jezeli

lim f(x)=1"5
T—r 00
2. lewostronng poziomg asymptota funkcji f(x), jezeli
lim f(x) =25
T—r— 0O
3. prawostronng pozioma asymptota funkcji f(x), jezeli
lim f(z)=0
T—r—+00
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Asymptoty ukosne

® Granica Funkei Definicja 39. Prosta y = ax + b jest

e Definicja

® Fizad funkof 1. (obustronna) uko$na asymptota funkcji f(z), jezeli

lim (f(z) — (ax +b)) =0 < f(z) =azx+b+o(1)

T—>00
2. lewostronng uko$ng asymptota funkcji f(x), jezeli
EIP (f(z) = (az +b)) =0 < f(z) =ax+b+o(1)
3. prawostronng uko$ng asymptota funkcji f(x), jezeli
lim (f(z)— (ax +b)) =0 < f(z) =az+ b+ o(1)

T——+00

e Asymptoty

20 /22"



	Granica Funkci
	Definicja Heinego
	Definicja Cauchy'ego
	Równowaznosc dwóch definicji
	Granice jednostronne
	Granice jednostronne
	Równowaznosc definicji
	Granice w otoczeniu nieskonczonosci
	Jednostronne granice w otoczeniu nieskonczonosci
	Przykłady
	Kryterium Cauchy'ego
	Działania a granicy
	Wnioski
	Funkcje nieskonczenie małe
	Funkcje nieskonczenie duze
	Funkcje nieskonczenie duze. Cd
	Rzad funkcji
	Rzad funkcji. Cd
	Asymptoty pionowe
	Asymptoty poziome
	Asymptoty ukosne

