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Definicja ciagow

Definicja 1. Jezeli kazdej liczbe naturalnej 1,2,3,...,n,... jest

podporzgdkowana liczba rzeczywista x,,, to zbiér numerowanych
liczb rzeczywistych x1, x2,x3, ..., %y, ...

nazywa sie ciggiem

rzeczywistym. Liczby rzeczywiste x,, nazywajg sie elementami ciggu

Przyklady

Przyktad 2. o {
e {1+(-1)"}
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Dziatania na ciggach

Definicja 3. 1. Ciag { =, = v,, } nazywa sie sumg (réznicg)
ciagow { =, }i{yn |,

2. Ciag { \x,, } nazywa sie iloczynem liczby rzeczywistej A\
i ciagu { =, }.
Ciag { ©nyn } nazywa sie iloczynem ciagdw { x,, } i { yn }-
Niech y,, # Odlan = 1,2, ... Ciag { g—: } nazywa sie

ilorazem ciagow { x,, } i { yn }-

Uwaga 4. Jezeli w definicji 3.4 y,, = 0 tylko dla skonczonej ilosci n,
to mozna okresli¢ { z—: } poczynajgc z numeru, dla ktérego v,, # O.
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Ciagi ograniczone i nieograniczone

Definicja 5. Ciag { x,, } nazywa sie ograniczonym z géry (z dotu),

jezeli dM € R (m € R), takie ze kazdy element ciggu spetnia

nieréwnos$¢ x,, < M (x,, = m).

Cigg, ograniczony z dotu i z gory nazywa sie ograniczonym.

Oznaczenie: x,, = O(1) (przy n — o0).

Lemat 6. Cigg { =, } jest ograniczonym <= A € R, takie zZe

Vn=1,2,3,...|z.] < A

Definicja 7. Ciag { x,, } nazywa sie nieograniczonym, jezeli

VA € R, A > 0 dx,, takie ze |z, | > A.

Przyktad 8. 1. Cigg1,2,1,4,1,6,....1,2n,...

nieograniczonym.
2. Ciag { = } jest ograniczonym.

jest
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Ciagi nieskonczenie duze

® clag recyiste Definicja 9. Ciag { x,, } nazywa sie nieskoriczenie duzym, jezeli
» Definiia VAeR,A>0dn € N, takieze Vn > N |z,| > A.

o graniczone . .

i nieograniczone Oznaczenie: lim z, = oo.

® Zbieznosé . n—00 . E c

e Monotoniczne Innymi stowy: poczynajgc od pewnego n wszystkie x,, nalezg do
o Kryterium . . z ;s

Cauchy’ego otoczenia nieskonczonosci.

Definicja10. ¢ lim x,, = +ocojezeliVA e R, A > 0dn € N,

n—oo

takie ze Vn > N x, > A (poczynajgc od pewnego n
wszystkie x,, nalezg do otoczenia plus nieskonczonosci).
o lim z, =—jezeliVA e R, A > 0dn € N, takie ze

n—oo

VYn> N z, < —A (poczynajac od pewnego n wszystkie x,,
nalezg do otoczenia minus nieskonczonosci).

Przykitad 11. 1. 1.2.1,4,1.6,....1.2n,...
2. {(=2)"}
3. {n?)
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Ciagi nieskonczenie mate

e Ciggi rzeczywiste
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Definicja 12. Ciag { x,, } nazywa sie nieskoriczenie matym, jezeli

» Definiia Ve € R,e > 0dn € N, takieze Vn > N |z,| < e.

® Ograniczone . .

| nieograniczone Oznaczenia: lim z, =0, =z, = o(1) (przy n — oo).

® Zbieznosé . n—00 . : =

e Monotoniczne Innymi stowy: poczynajgc z pewnego n wszystkie x,, nalezg do
o Kryterium -

Cauchy’ego otoczenia zera.

Przyktad 13. Ciag q, ¢%,...,q", ... jest nieskoAczenie duzym przy
lq| > 1 i nieskoriczenie matym przy |q| < 1.
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Wiasciwsci ciagéw nieskonczenie matych

Twierdzenie 14. ¢ Suma nieskonczenie matych ciggow jest

ciggiem nieskonczenie matym.
e [oznica nieskoniczenie matych ciggow jest ciggiem
nieskonczenie matym.

e [loczyn ciggu ograniczonego i ciggu nieskonczenie matego jest

ciggiem nieskonczenie matym.
e (Cigg nieskonczenie maty jest ograniczonym.

e [loczyn ciggow nieskonczenie matych jest ciggiem nieskonczenie

matym.

o Jezeli cigg jest statym (x,, = const) i nieskonczenie matym, to

xn, = 0.
o Jezeliciag { x, } jest nieskoriczenie duzym, to cigg {

(poprawnie okreslony poczynajgc z pewnego n ) jest
nieskonczenie matym.

1

Ln

|
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Ciagi zbiezne

e Ciggi rzeczywiste
i teoria zbieznoSci

Definicja 15. Ciag { x,, } nazywa sie zbieznym, jezeli istnieje liczba

» Defricia rzeczywista a € R, taka ze ciag { x,, — a } jest nieskonczenie
® Ograniczone

i nieograniczone matym. Liczba a nazywa si¢ granicg ciggu. Oznaczenie

® Zbieznosé

e Monotoniczne

e Kryterium hm Ln = Q4 lub In — Q.

Cauchy’ego n—oo n—oo

Definicja 16. Ciag { x,, } nazywa sie zbieznym, jezeli istnieje liczba
rzeczywista a € R, taka ze Ve > 0 istnieje numer NV € N, taki ze
Vn > N zachodzi nieréwno$¢ |z,, — a| < €.

Definicja 17. Ciag { x,, } nazywa sie zbieznym, jezeli istnieje liczba
rzeczywista a € R, taka ze w dowolnym otoczeniu (£-otoczeniu)
punktu a znajduja sie wszystkie elementy ciagu { z,, } poczynajac
od pewnego n.

Definicja 18. Cigg, ktory nie jest zbieznym, nazywa sie rozbieznym.

Przykiad 19. 0,33333...3 — =.

1
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Wiasciwosci ciagow zbieznych

Twierdzenie 20. o

Cigg zbiezny jest ograniczonym.

Cigg zbiezny ma doktadnie jedng granice.

Suma (roznica, iloczyn) zbieznych ciggow jest ciggiem zbieznym

do sumy (roznicy, iloczynu) granic.

Jezeli lim vy, # 0, to cigg { } jest okreslony poczynajgc z

n— o0
pewnego n i jest ograniczony.

Jezeli li_>m yn 7 0, i ciag { x,, } jest zbiezny, to iloraz
n—ao

i)

jest okreslony poczynajgc z pewnego n i jest zbieznym do ilorazu

granic.

Jezeli{ x,, } jest zbieznym i poczynajac z pewnego n zachodzi
nierownos¢ x,, > b (r,, < b), to hm Ty = b (lim x, < D).

n—oo
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Wtasciwosci ciggow zbieznych, cd.

e Jezeliciagi { =, } i { y» } sa zbiezne i poczynajac z pewnego n

zachodzi nieréwnos¢ =,, > y,,to lim x,, > lim y,.
n—oo n—oo

o Jezeliciagi { z, } i { y, } sa zbiezne, lim x, = lim

n—oo

n—oo

Yn

| poczynajgc z pewnego n zachodzi nierdwnosC x,, = 2, = Yn,

to ciag { 2, } jest zbieznym do tej samej granicy.
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Ciagi monotoniczne
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Definicja 21. ¢ Ciag { =,, } nazywa sie rosngcym, jezeli

- Beli Ty < Tpirdlan=1,2,3,....

® Ograniczone . . , . . .

g ——— e Ciag { =, } nazywa sie malejgcym, jezeli x,, > x,+1 dla

® Zbieznos¢ o 1 2 3

° Monotpniczne n — ) Sy Ty e e

b e Ciag { =, } nazywa sie niemalejacym, jezeli x,, < x,+1 dla
n=1,23,....

e Ciag { =, } nazywa sie nierosnacym, jezeli x,, > x,+1 dla

n=1,23,....

e Cigg nazywa sie monotonicznym, jezeli jest on nierosngcym lub
niemalejgcym.
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Twierdzenie o ograniczonym ciggu monotonicznym

Twierdzenie 22. Monotoniczny ograniczony cigg jest zbieznym.
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Twierdzenie o przedziatach zstepujacych

Definicja 23. Ciag przedziatow [a1, b1, |az, bo], . . .

ciggiem przedziatow zstepujgcych, jezel

1. ay <an+1,bn+1 < bndlan: 1,2,3,...,
2. lim (b, —a,) = 0.

n—oo

nazywa sie

Twierdzenie 24. Cigg przedziatow zstepujgcych ma dokfadnie jeden

punkt nalezgcy do kazdego przedziatu ciggu.
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Liczba e
i ek Twierdzenie 25. lim (1+21)" =e=
e Definicja n—00
o Ograniczone 2, 718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 . . .
S
o Krytertum Dowdd. Ciag jest rosnacy i ograniczony z gory. O

Cauchy’ego
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Przyblizone obliczenie pierwiastka

e Ciagi rzeczywiste - c . 1 a .
i teoria zbieznosci TWIerdzenle 26- NleCh xn_i_l — § (xn —l_ E)’ n e ].’ 2’ 3 o o o g
- elE gdziea > 0, x1 > 0.
e Ograniczone
i nieograniczone Wl—ed hm T, — a.
® Zbieznosé yn—)OO " \/_
e Monotoniczne
e Kryterium
Cauchy’ego DOWéd

1. x, > 0.

2 w1 =% (2 + X)) > Va bowiemt+1/t>2

n
Tn+1 1

Wiec cigg jest malejacym (dla n > 2) i ograniczonym z dotu i jego
granica spetnia réwnanie x = % x + %) O
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. tn
hmn—>oo o

e Ciagi rzeczywiste TWierdzenie 27_

i teoria zbieznosci tn

e Definicja hm — = 0
e Ograniczone N—>00 n' )
i nieograniczone

® Zbieznosé
Monotoni ,
o Krytoriom Dowdd.
Cauchy’ego
1. Poczynajac od pewnego n zachodzi nierowos¢ |t| < n + 1.

2. Tt = 1o < 1 poczynajac od pewnego .

Wiec cigg jest malejgcym poczynajac od pewnego 7 i ograniczonym

[l . . 7 4 . t
z dotu i go granica spetnia rowno$¢ x = x lim L - 0. ]
n—oo N1l
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Dowolne ciaggi. Kryterium Cauchy’ego zbieznosci ciagu

Twierdzenie 28. Cigg { x,, } jest zbieznym
<= Ve >0 dN €N, takiezeVn,m > N |z, —xn| <e€.
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