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e N=1{1,2,...} — zbidr liczb naturalnych,
e /. — zbi6r liczb catkowitych,

o (Q— zbidr liczb wymiernych,

e R — zbiér liczb rzeczywistych.

e NCZCQcCRCcC
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o« QFf = { m |7nw7z<E L, n # 0:},
mi 2 _
v 22 < Min9 mani,
e Q=0Q/ ~,

e ( jest ciatem utamkéw pierscienia Z.
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Definicja 1.

mi +_Wm __ mina+nimsm

ni no nin

o Vr,ye Q x+y=1y+ x (przemienno$¢ dodawania),

e Vr,y,2€Q (r+4+vy)+z2z=2z+ (y+ 2) (tacznos¢
dodawania),

o Istnigje liczba0 € Q,takazeVz € Q z+0=0+x==x
(liczba neutralna),

e Vx € Qistnieje liczba przeciwna (—xz) € Q, taka ze
r+ (—x) =(—xz)+x =0.
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Mnozenie liczb wymiernych

® Teoria Liczb Definicja 2.
Rzeczywistych
Liczby Wymierne mi  m2 __ Mmima
e Zbiory Liczbowe vl nin2
e Definicja
e Aksjomat . o _ .
Archimedesa o Vr,y <€ Q xy=yzx (przemienno$¢ mnozenia),
W{ Sc SCi 7 7 L] [
:Ni::ucpl,ﬁs;é e Vr,y,2€Q (zy)z = x(yz) (faczno$¢ mnozenia),

e Vr,y,2€Q x(y+z2)=zy+xzoraz(x+y)z=xz+yz
(rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania),

e VzeQ, z#0 Fz— ! Q (element odwrotny) taki ze

r-rxl=zg1l.2=1
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Definicja 3.

On1n2<<7n2n1inqn2:>(D
m1 msa
— < — <— albo
e 2 (m1n2 > maont ining < 0)

e a>b=a+c>0b+c,
e a>0b,c>0= ac> bc.
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Aksjomat Archimedesa

® Teoria Liczb

et Twierdzenie 4. Dla dowolnej liczby a € Q jedynke (1) mozna
Liczby Wymierne powtorzy¢ tyle razy, Zze suma zostanie wieksza od a.

® Zbiory Liczbowe

e Definicja
Aksjomat 0 . 7 7 . . .
P e e Nieograniczono$¢ zbioru liczb wymiernych.
® Wiasahwoscl e Dowolny odcinek jest krotszy od pewnej wielokrotnoéci kazdego

e Niezupetnos¢

innego odcinka.
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e Dowolna wiasnosc liczb wymiernych jest wnioskiem
16 podstawowych.

Przykitad 5. Niecha > borazc > d. Wtedy a + ¢ > b + d.
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Liczby Wymierne \/§ # Q

® Zbiory Liczbowe
e Definicja

® Aksjomat DOWéd

Archimedesa
o Whasciwosci

e Niezupetno$¢ ® Zajfézmy, Ze
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m
V2 = — (utamek nieskracalny). (1)
n

e Wiedy m? = 2n? czyli m jest liczba parzysta, m = 2m;.
e Podstawiajgc do (1), otrzymamy po skréceniu

czyli n tez jest liczbg parzysta.
e SprzecznoscC.
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e Wartos¢ bezwzgledna
e Podzbiory R
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e Zbiér R jest uzupetnieniem zbioru Q:

o jest ciatem wzgledem dodawania i mnozenia,
o okreslona relacja mniejszocsi,

o spetniony jest aksjomat Archimedesa,

o spetniony jest aksjomat ciggtosci

Aksjomat 7 (Aksjomat ciggtosci). Niech zbior R bedzie podzielony

na dwa niepuste podzbiory A i B:R = A U B w ten sposdb, ze
kazda liczba A jest mniejsza od kazdej liczby B, to wéwczas
zachodzi jedna z dwdéch mozliwosci: albo w zbiorze A istnigje

najwiekszy element, albo w zbiorze B istnieje najmniejszy element.
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e a=ag,a1a2a3..., a; €{0,1,2,...,9}dlai >0,
® (dp.,a1agasg... CLnOOO ... = Qqp,ayjazas ... (an — 1)999 ce

0,5000...=0,4999...
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e Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych, A C R.

Definicja 8. Zbioér A jest ograniczonycm z gory (z dotu), jezeli
istnieje liczba M € R, taka ze Vo € A = x < M (wzglednie
x = M). Zbior, ograniczony z dotu i z géry nazywa sie
ograniczonym.

Definicja 9. Element M € A nazywa sie maksymalnym
(minimalnym), jezeliVex € A = x < M (x > M):
M = max A (min A).

Definicja 10. Najmniejsza z liczb M € R, takich ze
Ve € A = x < M, jest gérnym kresem zbioru A: M = sup A.

Definicja 11. Najwieksza z liczb M € R, takich ze
Ve € A= x > M, jest doinym kresem zbioru A: M = inf A.
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Twierdzenie 12. Niepusty zbior ograniczony z gory (z dotu) ma
gorny (dolny) kres.

Dowad.

e Rozwazamy zbiér ograniczony z gory.

e Okreslimy dwa podzbiory R: A; ={y e R |Vx e A,x <y}
iAo ={zeR|dxecldz>=z2}.

o A jest dopetnieniem As.

e A jest niepustym.

o A jest niepustym.

o Vy e Ay, Vz € Ay spetnia sie nierdwnosé z < y, poniewaz
dre A, z<xix <.

e Za mocg aksjomatu ciggtosci istnieje albo najmniejszy element
A1, albo najwiekszy element As.

—Vverte—
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Dowdd. cd.

e As nie ma najwiekszego elementu.
e Awiecmin A; = sup A.

Przyktad 13. Niech A = {1/n | n € N} C R. Wtedy:
e supA =1,

o inf A=0,

e maxA =1,

e min A nie istnieje.
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Definicja 14.

x‘{aﬁ, x =0

—x, <0

Twierdzenie 15. 1. |ab| = |a| - |b
2. |la+b| < |al+ b

J

Dowéd. —|a] < a < |al, —[b] < b < [b] = —(a] + [b]) <
a+b< (ol + o)
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Definicja16. ¢ Zbior{z c¢ R |a < =

< b}, gdzie a < b,

nazywa sie przedziatem domknietym, oznacza sie przez |a, b|.

Punkty a i b — to sg kresy albo korice przedziatu, a dowolna
liczba x, a < x < b jest punktem wewnetrznym przedziatu.

e Zbior{x €R|a<x<b}, gdziea < b, nazywa sie
przedziatem otwartym, oznacza sie przez (a, b).

o Zhior{zeR|a<er<b}({reR|a<z<

sie przedziatem pdtotwartym, oznacza sie przez |a, b)

(wzglednie (a, b]).

e Zbiér R oznaczamy przez (—oo, +00), nazywamy réwniez

b }) nazywa

prostg. Jezeli x < y, to méwimy, ze x jest po lewej od y, y jest

po prawej od x.
o Zbidsr{rzeR|a<x}{xeR ]|z

pétorosta, oznacza sie przez |a, +00) (wzglednie (—oo, b]).

b }) nazywa sie

o Zbidr{xeR|a<x}({zreR|x<b})nazywa sie

pétorostg otwartg, oznacza sie przez (a

(—o00, b)).

, +00) (wzglednie
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Definicja 17. e Przedziat (a — €, a + ) (gdzie € > 0) jest
g-otoczeniem punktu a.

e Dowolny przedziat otwarty, zawierajgcy punkt a jest otoczeniem

punktu a.
e Przedziat (a — ca) U (a,a + ¢€) (gdzie € > 0) jest
£-sgsiedztwem punktu a.

e Dowolny przedziat otwarty, zawierajgcy punkt a z wytgczeniem

jego samego jest sgsiedziwem punktu a.

e Przedziat (a — €, a) (gdzie € > 0) jest lewym otoczeniem
punktu a.

e Przedziat (a,a + ¢) (gdzie € > 0) jest prawym otoczeniem
punktu a.
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Definicja 18. e Zbior {z € R | A < |x| }, gdzie A > 0, nazywa

sie otoczeniem nieskonczonosci (co).

o Zbior{z e R| A<z}, gdzie A > 0, nazywa sie otoczeniem

plus nieskonczonosci (+0o0).
o Zbior{z eR |z < —A},gdzie A > 0, nazywa sie
otoczeniem minus nieskonczonosci (—oo).

Uwaga 19. Przedziat nazywa sie rowniez odcinkiem. Zamiast
nawiasow kwadratowych | | uzywa sie réwniez nawiaséw
katowych: ().
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