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Podstawowe Informacje

= B Moja strona przedmiotu Algebra:
https://users.pja.edu.pl/“denisjuk/alg/
Liczby zespolone B Ksigzka do ¢éwiczen:

Wielomiany

¢ 'TERESA JURLEWICZ, ZBIGNIEW SKOCZYLAS:

Macierze

Lwyenacznii Algebra i geometria analityczna. Przyktady

Uktady réwnan . . . , . .

liniowych | zadania. Moze byc¢ kazde wydanie.

Geometria . . ;. , . . . ,
Analityczna B Zaliczenie ¢wiczen odbedzie sie na podstawie dwoch
Appendix kOlOkWK/)W

¢ Do zdobycia bedzie 100% punktéw, na zaliczenie
trzeba zebraé 50%.

¢ Kolokwia odbeda sie na ésmym oraz pietnastym
zajeciach.

€ Na kolokwiach nie mozna korzystac z materiatéw
pomocniczych (oprécz dostarczonych przez
prowdzacego kolokwium). Nawet z tego
dokumentu.
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Postac algebraiczna

Wprowadzenie B 7 = 9 _I_ y/[/ g _I_ Zy’ z €& (C
Liczby zespolone .
® o1 = Rez — cze$C rzeczywista
Postad s 7 .
trygonometryczna L 2 Yy = Imz — CZeSC UrOJona
Postac wykfadnicza & i — jednostka urojona, i’ = —1, /—1 = +i
Wielomiany
. i
i wyznaczniki O ‘2‘2 _Zz_x _|_y ‘Z‘ o /ZU2—|_y2
Uktady réwnan
liniowych n DZ|e|en|e.
Geometria . _ . .
Analityczna 21 B 1 -+ Y11 - 2129 - (QCl -+ ylZ)(QUQ — yQZ)
Appendi o S = 2 2
. Z2 T2ty 2% T3 T U2
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Postac trygonometryczna liczb zespolonych

Wprowadzenie

Liczby zespolone

Posta¢ algebraiczna

Postac
trygonometryczna
Posta¢ wyktadnicza

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki

Uktady réwnan

liniowych
Geometria ..
Analityczna H : = T(COS QY + 7 SIn QO)
Appendix B = ‘Z‘ — \/3}2—|—y2
cos p =
n QY = arg z, ]
sinp = 2

B 2" =7r"(cosnp +isinny)
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Postac¢ wyktadnicza liczb zespolonych

Wprowadzenie

B :=r(cosp+ising)=re?¥
n __ ,.n,in
Posta¢ algebraiczna l < =Te€ ¥
Posta¢ . nZ:n/I’oe n ’k:O’...’n_l

trygonometryczna

Posta¢ wyktadnicza

Wielomiany

Liczby zespolone

Macierze
i wyznaczniki
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Appendix
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Podstawowe Informacje

P(x) = ap + a1z + asx® + - - - + an2™, a, # 0
® degP =n
Dzielenie z reszty: P(z) = Q(x) - G(z) + R(x)

¢ G(x) —iloraz
® R(x) — reszta, deg R(x) < deg Q(x)

Schemat Hornera:

an, ‘ an—1 ‘ C ‘ al ‘ ao
D i1= b1=
bn = Qp :an—ll—i—bnx ‘ :a11+b2x P(QE) = Qo —+ blﬂf
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Pierwiastki

Wprowadzenie m P(CU) = ag _|_ a1x _|_ G/QCUQ _|_ L _|_ anx’n

Liczby zespolone

Wiclomiany ® 1 jest pierwiastkiem <— P(z*) =0
Podstawowe _ _ ] ]

Informacje B " jest pierwiastkiem <= P(z) = (x — 2¥)Q(x),
Utamki proste deg Q(CC) =n—1

Macierze . . .

 wyznaczniki ® 2,...,x, — pierwiastki

Ukfady réwnan < P(.CU) = an(aj — ZUl) ... (ZC — :Un)

liniowych

Geometria B Wielomian catkowity: ag,...,a, € Z

Analityczna

Appendix € 1* jest pierwiastkiem catkowitym = z* jest

dzielnikiem ag
2 g jest pierwiastkiem wymiernym = p jest
dzielnikiem ag, g jest dzielnikiem a,,
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Utamki proste

deg P <n
(z—z1)...(x—xn) :c—;l T T—Tn
P(a:) o Ak, Ak:,m
(=)™ T + ac—:l:ln T (x—xp )™
P(z) _
...(:c2+p£:c+qk)g... o ) 5
k 1T+ Dk 1 o k,mTt+Dg m
g (24 prx+qr) ™ ™ (x2+prr+qK)™ T
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Podstawowe Informacje

Wprowadzenie

ail -+ Qln

Liczby zespolone

B Macierzm xn: A=

Wielomiany

!\/Iauerze | aAm1 cr e Amn
i wyznaczniki

® a;;:1=1,...,m — numer wiersza,
nformacje J ! ’

Dziatania j=1,...,m — numer kolumny
Wyznaczniki
Macierz odwrotna ail - aAm1
Uktady réwnan . ik
liniowych ] MaC|erZ transponowana.' A =
Geometria
Analityczna Alp Amn
Appendix ai
B \Wektor a =
am

¢ w wierszu: a = (a1, .., 0py)
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Am1

Aln

amn

Dodawanie i mnozenie przez skalar

b11
+|
bml
ain £ bin
Tre, == Grprm
)\a11
)\aml

bln

bmn

)\aln

An,
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ail - Qln

Am1 Amn

C11 -  Clk

Cm1 Cmk

bir - bik

bnl T bnk

Cij = Gi1b15 + aigbaj + - - + Ainbn;

¢

i=1,....m j=1,....k

( b1 \

o

Mnozenie macierzy

15 / 44



Wprowadzenie
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det A =

a1l
a21
a31

Mate wymiary

2
%2 — a11G22—0a210412

aiz2 ai3 a 3 };11 12
a22 Q23| = |G2] 3 a22
aza2 a3z a 2 371‘31 2

11022033 + A12a23031 + 413021032

— 431022013 — 432323011 — 433021012
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Rozwiniecie Laplace’a

Wprowadzenie

B |a;1 a2 - G| = TagMupFtapMiot: - -Tay My

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki

Podstawowe ¢ Minor M; ;: skresli¢ wiersz ¢ oraz kolumne j: M; ; =

Informacje

Dziatania ajl oo 9 a’l(j—l) a’l(j—|—1) cee A1n

Macierz odwrotna

Uktady réwna ag-11 .- Q6G-1)(G-1) AGE-1)(G+1) -+ Q@G—-1)n
lc;rvnvyth Qa+1)1 - AEHD (-1 GG+ e Qi )n

S |50 c0c0c0000000000000000000000000000000000G6O0GAGCAaG0 0

Appendix anl JOR A (5—1) Ap(j+1) ce Ann

€ /naki na przemian:

R (—1)7;+j
B \Wzdtuz kolumny: tak samo
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Przeksztatcenia elementarne

Ain a41 Ajn
Ajn ;1 Ain
)\azn = A a1 Ain
a1 Ain
a;1 + Aai1 Qjn T Alip

Kolumnami: tak samo
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Macierz odwrotna

Wprowadzenie (1 O O o O\
Liczby zespolone
0O 1 O

Wielomiany
o m/=|0 0 1 0

acierze
i Wyznaczniki oooooooooooooooo
Podstawowe
Informacje O O O . o e 1)
Dziatania

—1 _ pA—1 _

Wyznaczniki L A ’ A - A ’ A — [
B Poprzez minory:
Uktady réwnan
ot My —Ma Mz ... iMm\
Geometria —M12 M22 —M32 « o :lZMrnQ

Analityczna

A7l = de%A Mys —Mas Mss ... E£Mpy3

Appendix

¢ Minory sg kolumnami (macierz transponowana)
® Znaki — na przemian: (—1)**
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Macierz odwrotna

Wprowadzenie m (A|])~ (I | A_l) przeksztatcenia elementarne na

dtugich wierszach
B Roéwnania macierzowe:

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki

Podstawgwe ‘ AX — B — X — A_lB
Informacje ‘ XA _ B — X _ BA_l

Dziatania

Wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria
Analityczna

Appendix
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Appendix
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Wzory Cramera

Wprowadzenie

1121 + a12T2 = by

Liczby zespolone

Wielomiany CL21CI31 —l_ G,QQCCQ — b2
Macierze
i wyznaczniki ‘ xr1 = %’ xTro — %
Uktady ré 8
fniowych air a2 b1 a2 ~la1ir by
* A= aml B T by asel 22T lay by
Metoda Gaussa
Geometria 4
Analityczna a11xr1 + a192x2 + a13Tr3 — bl
A B (a2 + axnry + axrs = by
| 43171 + a32x2 + az3r3 = b3

A A A
¢ n=%F T=% r3=7
a1l aiz2 ais b1 ai2 a3

® A= lay ax ax|, A1 =|by ax a3

asy as2 ass3 bs as2 ass3
AQ, Ag — zgadnij

22 / 44



Wprowadzenie
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Prosty bieg metody

ail c. Al1n bl

aml o o o amn bm

Operacje elementarne na dtugich wierszach, do postaci

schodkowej:
(08 7 5 A1n
0 10 o,
0 0 Q3fg v A3n,
0 0 0 A4k, O4n

i
B2
B3
B4

)

)
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Bieg odwrotny

iipioaEenic B Odrzu¢ wiersze zerowe

== B Jezeli ostatni wiersz ma postac (O .. 0 | b>,
Wielomiany . .

P gdzie b # 0, to uktad jest sprzeczny

i wyznaczniki B Rozwiaz schodkowy uktad od dotu

Uktady réwnan . ) . - /
liniowych € na kazdym kroku wybierz jedng zmienng gtéwna,
Wzory Cramera .

reszta — to s3 zmienne swobodne, parametry
Geometria . . . . . . - .
Analityczna B Rozwiazanie zapisz jako wektor (kombinacje liniowa
Appendix WektoréW)
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Appendix

Geometria Analityczna

25 / 44
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Wielomiany
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Analityczna
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Appendix

——
B Wektora=AB=B—- A
A

7/ /7 7/ 5 H %
B Rownosé¢ wektorow: AB = A1B1 = a

—
B Wektor zerowy 0 = AA

Wektory
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Dodawanie, odejmowanie, skalowanie

Wprowadzenie

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki ]

Uktady réwnan ] b_l_w:a ~— x=b-—a

liniowych

Geometria a — b

Analityczna

Wspébtrzedne b

lloczyn skalarny a
lloczyn wektorowy

lloczyn mieszany

Ptaszczyzna ] ‘)\CL‘ — ‘)\‘ . ‘CL‘
Prosta
Appendix Aa, )\“< 0 . a >_)‘g’7 A>0
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Wprowadzenie
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Appendix

B Baza kartezjanska: 2,7,k
¢ i =j]=kl=1
® 1171kl
¢ (i,5,k)>0

Wspotrzedne

x
B Wspdtrzedne: a = 21 + yj3 + zk = (z 7 k) Y
2z
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lloczyn skalarny

e 11 B a-b=ab=aob=|a||blcosy =ba
Liczby zespolone
Wielomiany ‘ a J_ b @ a - b — O
Macierze 2 '1:2 — j2 — k2 =1
i wyznaczniki 5 o . .

® 19=kj=1k=0
Uktady réwnan
liniowych ¢ ‘a,‘ = a,2
Geometria _ ab
Analityczna ‘ COs 90 o |a||b|
Wektory
Wspotrzedne m (= arccos |g|'|%|
lloczyn skalarny
lloczyn wektorowy
lloczyn mieszany L (ZUa, Ya, Za) . (xb, Yp, Zb) — Taqlp —+ YaYb —+ Za”b
Ptaszczyzna
Prosta
Appendix b

¥

29 / 44



lloczyn wektorowy

Woprowadzenie B a X b = C = —b X a
Liczby zespolone
Wielomiany ‘ £ J_ (a[7 b)
Macierze ‘ ‘C‘ — ‘a" ‘b‘ S1I SO
i wyznaczniki

® (a,b,c)>0
Ukfady réwnan ( T )
|. . h /7
e B Pole réwnolegtoboku
Geometria
Analityczna
Wektory
Wspétrzedne AC = a X b

lloczyn skalarny
lloczyn wektorowy

lloczyn mieszany

Ptaszczyzna b """ i
Prosta gp """ ‘
Appendix i
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Appendix

allb < axb=0
=" =k"=0

1xg)=k, gxk=1 kx1=)

jxi=—-k kxj=—iixk=—j

(xaayaaza) X (xb,yb,zb) -

1
La
Ly

J
Ya
Yo

k
Za
Zb

lloczyn wektorowy

31 / 44
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Appendix

(a,b,c) =a-(bxc)=

Lq
Lp
Lc

Ya
Yb
Ye

Za
<b
Zc

lloczyn mieszany

Zorientowana objeto$¢ réwnolegtoscianu (6 objetosci

czworoscianu)

(a,b,c) =0 <= wektory sg wspdtptaszczyznowe

(komplanarne)
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Rownania ptaszczyzny

Wizl B Ogélne: Az +By+Cz+D =0
Liczby zespolone T CU() a1 a9
Wielomi

elomiany B Parametryczne: |y | = |y | +s| b1 | +¢ | b2
Macierze
i wyznaczniki Z 20 C1 C2

Uktady réwnan
liniowych

Geometria

(1 =z + a1s + ast
Analityczna Y = Yo —+ blS —+ th
Wektory

Wspétrzedne \Z — 20 i C1S - CQt

lloczyn skalarny

lloczyn wektorowy ] S, t & R
lloczyn mieszany

Prosta B Ogblne ~~ parametryczne

N\

Appendix

€ Dwie wspétrzedne wybrac jako parametry
B Parametryczne ~~» ogoélne

¢ Wyeliminowaé s it
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Wprowadzenie ] n - (P o PO) — O

Liczby zespolone
Wielomiany ‘ A(:C o :CO) —I_ B(y - yO) _'— C(Z — ZO) — O

Macierze
i wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria

Analityczna
Wektory
Wspétrzedne

lloczyn skalarny
lloczyn wektorowy

lloczyn mieszany

Ptaszczyzna

Prosta

Appendix

Wektor normalny i punkt
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Wektory
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lloczyn wektorowy

lloczyn mieszany
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Prosta

Appendix

Py

b
X0 Lq
Yol +s|val| T W

Dwa wektory i punkt

L

Zb

b= (:va Yb, Zb)

— (%0, Yo, Z())

P = (x,y,2)

a — (.CCa, Yas za)
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Wprowadzenie

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
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Wektory
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Appendix

B Parametryczne:

L 4

¢

(:c::co—l—at

Rownania prostej

Lo a
yo | +1
<0

N 8
|

B Krawedziowe:

ai

§Y =1yo+ bt
\z:zo—l—ct

r—xo __ Y~Y0 _ Z—Z0
a b ¢

m teR

r+biy+ciz+di =0

asx + boy + coz +do = 0

B Parametryczne ~~ krawedziowe

¢ Wyeliminowaé t
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Punkt 1 wektor

Wprowadzenie

x 0 Tq
Liczby zespolone

Wielom B |y =% ]| t]| Y
ielomiany

Macierze z <0 Za

i wyznaczniki

Uktady réwnan

liniowych

Geometria

Analityczna P — (SU, y? Z)
Wektory a — (wa’ ya7 Za)
Wspétrzedne

lloczyn skalarny

lloczyn wektorowy = ,CUO’ y(), Zo)

lloczyn mieszany
Ptaszczyzna

Appendix
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Wprowadzenie

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria
Analityczna

Appendix

Wzory

Trygonometria
Réwnanie
kwadratowe

Appendix
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Wzory skroconego mnozenia

Wprowadzenie

_ B (a+b)?=a?=E2ab+ b
\L/\'/‘_:zlby z_esp°'°"e B (a+ b)3 — a2 + 3a%b + 3ab? + b’
ielomiany . (a —|— b) (a o b) _ a2 L b2

Macierze
i wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria
Analityczna

Appendix
Trygonometria

Réwnanie
kwadratowe
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Funkcje trygonometryczne

Wprowadzenie

Liczby zespolone

B

Wielomiany

Macierze

i wyznaczniki (COS t, S111 t)

Uktady réwnan
liniowych

Geometria t
Analityczna O >ZC

Appendix

Wzory

Trygonometria

Réwnanie
kwadratowe

B cos’t+sin?t=1 B W przedziale |0, T
B cosO=1,sin0=0 funkcja sint rosnie,

B cosg; =0,sing =1 funkcja cost maleje
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Macierze
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liniowych
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Appendix

Wzory

Trygonometria

Réwnanie
kwadratowe

cost

sint

O o+

SER ERNERRCE

~ gy e ©

Wartosci szczegolne

41 / 44



Wprowadzenie

Liczby zespolone

Wielomiany
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i wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria
Analityczna

Appendix

Wzory

Trygonometria

Réwnanie
kwadratowe

Wzory redukcyjne

os(—t) = cos(t), B cos(m—t) =—cos(t),
in(—t) = — sin(t) sin(m — t) = cos(t)

= —sin(¢), W Etc

= cos(t)

42 | 44



Wprowadzenie

Liczby zespolone

Wielomiany

Macierze
i wyznaczniki

Uktady réwnan
liniowych

Geometria 372
Analityczna O

Arcus cosinus

Appendix
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arccos : [—1,1] —

(4]
o = arc cos Iy
arccos(0 = 3
arccosl =0

arc COS xrp

B arccos 5 —

B arccos (

0, ]

B arccos(—1)=m

1

wlr—\

i
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