Poniżej znajdują się rozwiązania zadań z egzaminu. Proszę się nie przerażać, że niektóre są przydługie – starałem się wszystko napisać jak najbardziej czytelnie. Jeśli są jakieś błędy to proszę dać znać.
Bartosz Anacki

Grupa A:

Zadanie 1.

Najpierw zobaczmy co to za zbiór A1={ z: Im[(1+i)*z-2]<0}.

Niech z=x+i*y.

Wtedy Im[(1+i)*(x+i*y)-2]= Im[(1+i)*x+(1+i)*i*y-2]= Im[x+i*x+i*y-y-2]= 
=Im[x-y-2+i*(x+y)]=x+y.

Czyli A1={ (x,y): x+y<0}. Czyli zbiór nad prostą x=-y.

Zbiór Pi/4<=arg(z)<=3*Pi/4 to z definicji funkcji arg część płaszczyzny między prostymi x=0 i y=0 dla x<0, y>0 (tzn druga ćwiartka).
Na koniec należy narysować oba zbiory i zaznaczyć część wspólną.
Zadanie 2.
W(i)=i^4-i^3+2i^2-i+1=1+i-2-i+1=0.

Więc jednym pierwiastkiem wielomianu W(z) jest z_1=i. Liczba sprzężona do niego także jest pierwiaskiem. Czyli drugi pierwiastek z_2=-i. Pozostałę dwa pierwiasti znajdziemy dzieląc wielomian W(z) przez wielomian (z-z1)(z-z2), czyli przez (z-i)(z+i), a następnie rozwiązując równanie kwadratowe.

Po podzieleniu otrzymujemy z^2-z+1.

Liczymy deltę itd. jak  przy rozwiązywania równania kwadratowego...
Delta=(-1)^2-4=1-4=-3

(Delta)^0.5=(-3)^0.5=i*3^0.5

Więc 

z3=(1-i*3^0.5)/2=1/2-i*3^0.5,

z4=(1+i*3^0.5)/2=1/2+i*3^0.5.

Czyli pierwiastkami wielomianu W(z) są liczby i, -i, 1/2-i*3^0.5, ½+i*3^0.5.

Zadanie 3.

V={[x,y,z,t]eR^4: x+2y-z+t=x+y=x-y+t}.

Podwójne równanie możemy rozpisać na dwa równania:

x+2y-z+t=x-y+t,

x+y=x-y+t.

Przekształcając otrzymujemy:

z=3y,

t=2y.

Więc

V={[x,y,2y,3y]eR^4 }.

Ale

[x,y,4y,2y]= x*[1,0,0,0]+y*[0,1,3,2].

Czyli przestrzeń V jest generowana przez wektory [1,0,0,0], [0,1,3,2].

Nie są one proporcjonalne, więc są liniowo niezależne. Ponieważ są liniowo niezależne i rozpinają przestrzeń V, to są bazą przestrzeni V.

Zadanie 4.

Żeby sprawdzić czy baza B jest ortogonalna (czyli prostopadła), wystarczy sprawdzić, czy wszystkie wektory bazowe są do siebie ortogonalne (prostopadłe), czyli, że iloczyn skalarny każdego z każdym innym jest równy zero.

[2,1,-1]o[2,-1,3]=4-1-3=0,

[2,1,-1]o[-1,4,2]=-2+4-2=0,
[2,-1,3]o[-1,4,2]=-2-4+6=0.

Wszystkie iloczyny skalarne są równe zero, więc baza B jest ortogonalna.

Współrzędne wektora [0,1,-1] w bazie B możemy znaleźć za pomocą równania:

[0,1,-1]=a*[2,-1,3]+b*[-1,4,2]+c*[2,1,-1]. 

Możemy zapisać to równoważnie za pomocą układu równań:

0=2a-b+2c

1=-a+4b+c

-1=3a+2b-c.

Po rozwiązaniu (dowolną metodą) otrzymujemy:

a=-6/21,b=2/21,c=7/21.

Czyli współrzędne wektora [0,1,-1] w bazie B to [-6/21,2/21,7/21].

Zadanie 5.

Nasze równanie wygląda tak:

A*X=B.

Mnożymy lewostronnie obie strony równania przez A^(-1). Otrzymujemy

X=A^(-1)*B.

Musimy tylko znaleźć A^(-1) według algorytmu podanego na wykładzie i na ćwiczeniach. Po obliczeniu i wymnożeniu macierzy powinno wyjść.
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(Wybaczą mi państwo, że nie mam teraz czasu dociekać jak zrobić w Wordzie ładniejszą macierz).

Zadanie 6.

Najpierw zauważmy, że rzut prostopadły punktu na płaszczyznę, to to samo, co rzut ukośny punktu na płaszczyznę w kierunku wektora prostopadłego do niej. A wektor prostopadły do płaszczyzny  x+2y-z-1=0 to [1,2,-1].
Najlepiej najpierw wykonać rysunek, a potem wymyśleć jak należy dalej postępować.

Jak Państwo wykonają odpowiedni rysunek, to można zauważyć, że zadanie to sprowadza się do znalezienia punktu, w którym dana płaszczyzna krzyżuje się z prostą przechodzącą przez punkt (2,1,-2) o równaniu kierunkowym [1,2,-1] (w drugiej części zadania ten wektor jest równy [1,2,3].

Najpierw znajdźmy rzut prostopadły punktu (2,1,-2) na płaszczyznę x+2y-z-1=0. Czyli znajdźmy punkt przecięcia prostej przechodzącej przez punkt (2,1,-2) o równaniu kierunkowym [1,2,-1]. Równanie parametryczne tej prostej:

x=2+t

y=1+2t

z=-2-t,

gdzie teR (tzn, t jest liczbą rzeczywistą).

Teraz musimy znaleźć x,y,z, które spełniają układ równań:

x=2+t

y=1+2t

z=-2-t

x+2y-z-1=0.

Wstawiając pierwsze 3 równania do ostatniego otrzymujemy:

2+t+2+4t+2+t-1=0, czyli

t=-5/6.

Więc wstawiając z kolei t do pierwszych trzech równań otrzymujemy (x,y,z)=(7/6,-4/6,-7/6).
Czyli rzut prostopadły punktu (2,1,-2) na płaszczyznę x+2y-z-1=0 to punkt (7/6,-4/6,-7/6).

Teraz znajdźmy rzut ukośny w kierunku wektora [1,2,3] punktu (2,1,-2) na płaszczyznę x+2y-z-1=0. Czyli, jak poprzednio, znajdźmy punkt przecięcia prostej przechodzącej przez punkt (2,1,-2) o równaniu kierunkowym [1,2,3]. Równanie parametryczne tej prostej:

x=2+t

y=1+2t

z=-2+3t,

gdzie teR (tzn, t jest liczbą rzeczywistą).

Teraz musimy znaleźć x,y,z, które spełniają układ równań:

x=2+t

y=1+2t

z=-2+3t

x+2y-z-1=0.

Wstawiając pierwsze 3 równania do ostatniego otrzymujemy:

2+t+2+4t+2-3t-1=0, czyli

t=-5/2.

Więc wstawiając z kolei t do pierwszych trzech równań otrzymujemy (x,y,z)=(-1/2,-4,-19/2).

Czyli rzut ukośny w kierunku wektora [1,2,3] punktu (2,1,-2) na płaszczyznę x+2y-z-1=0 to punkt (-1/2,-4,-19/2).

Grupa B:

Zadanie 1.

Zobaczmy najpierw co to za zbiór A1={z: |1+i*z|<=3}.

Niech z=x+i*y.

Wtedy: |1+i*z|=|1+i*(x+i*y)|=|1+i*x-y|=|1-y+i*x|=[(1-y)^2+x^2]^(1/2)  {ostatnia równość z definicji modułu}.

Czyli A1={(x,y): [(1-y)^2+x^2]^(1/2)<=3}.

Podnosząc stronami do kwadratu otrzymujemy:

A1={(x,y): [(1-y)^2+x^2]<=3^2}.

Jak wiemy, jest to koło o promieniu 3 i środku w punkcie (0,1).

Zbiór Pi/4<=arg(z)<=3*Pi/4 to z definicji funkcji arg część płaszczyzny zawarta między prostymi x=y i x=-y dla y>=0.
Na koniec należy narysować oba zbiory i zaznaczyć część wspólną.

Zadanie 2.

W(i)=i^4-i^3+i^2-i=1+i-1-i=0. 
Więc jednym pierwiastkiem wielomianu W(z) jest z_1=i. Liczba sprzężona do niego także jest pierwiaskiem. Czyli drugi pierwiastek z_2=-i.

Wyraz wolny wielomianu W(z) jets równy zero, więc pierwiastkiem musi być też z_3=0.

Czwarty pierwiastek również nietrudno jest zgadnąć, ale można go też znaleźć dzieląc wielomian W(z) przez wielomian (z-z1)(z-z2)(z-z3), czyli przez (z-i)(z+i)z.

Po podzieleniu otrzymujemy wielomian pierwszego stopnia z-1, którego pierwiastkiem jest oczywiście z_4=1.

Odpowiedź: pieriwastkami wielomianu W(z) są liczby i, -i, 0, 1.

Zadanie 3.

V={[x,y,z,t]eR^4: 4x-z=2y-3z+2t=0}

Podwójne równanie możemy rozpisać na dwa równania:

4x-z=0

2y-3z+2t=0

Czyli, rozwiązując:
z=4x

2t=3*4x-2y
Ostatecznie otrzymujemy:

z=4x

t=6x-y

Więc nasza przestrzeń:

V={[x,y,4x,6x-y]eR^4}.

Ale

[x,y,4x,6x-y]= x*[1,0,4,6]+y*[0,1,0,-1].

Czyli przestrzeń V jest generowana przez wektory [1,0,4,6], [0,1,0,-1].

Nie są one proporcjonalne, więc są liniowo niezależne. Ponieważ są liniowo niezależne i rozpinają przestrzeń V, to są bazą przestrzeni V.

Zadanie 4.

Żeby sprawdzić czy baza B jest ortogonalna (czyli prostopadła), wystarczy sprawdzić, czy wszystkie wektory bazowe są do siebie ortogonalne (prostopadłe), czyli, że iloczyn skalarny każdego z każdym innym jest równy zero.

[2,1,-1]o[2,-1,3]=4-1-3=0,

[2,1,-1]o[-1,4,2]=-2+4-2=0,
[2,-1,3]o[-1,4,2]=-2-4+6=0.

Wszystkie iloczyny skalarne są równe zero, więc baza B jest ortogonalna.

Współrzędne wektora [1,1,1] w bazie B możemy znaleźć za pomocą równania:

[1,1,1]=a*[2,1,-1]+b*[2,-1,3]+c*[-1,4,2]. 

Możemy zapisać to równoważnie za pomocą układu równań:
1=2a+2b-c

1=a-b+4c

1=-a+3b+2c.

Po rozwiązaniu (dowolną metodą) otrzymujemy:

a=7/21,b=6/21,c=5/21.

Czyli współrzędne wektora [1,1,1] w bazie B to [7/21,6/21,5/21].

Zadanie 5.

Nasze równanie wygląda tak:

X*A=B.

Mnożymy prawostronnie obie strony równania przez A^(-1). Otrzymujemy

X=B*A^(-1).

Musimy tylko znaleźć A^(-1) według algorytmu podanego na wykładzie i na ćwiczeniach. Po obliczeniu i wymnożeniu macierzy powinno wyjść.
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X=
(Wybaczą mi państwo, że nie mam teraz czasu dociekać jak zrobić w Wordzie ładniejszą macierz).
Zadanie 6.

Żeby napisać równania kierunkowe i ogólne prostej wystarczy, że będziemy znali jeden punkt przez który ona przechodzi i wektor równoległy do niej (jej wektor kierunkowy). Prosta ta jest prostopadła do płaszczyzny 2x-3z-1=0. Z takiej postaci równania płaszczyzny od razu otrzymujemy wektor prostopadły do niej. Jest to wektor [2,0,-3]. Prosta jest prostopadła do płaszczyzny, czyli równoległa do wektora prostopadłego do niej. Czyli do wektora [2,0,-3].

Zatem równania prostej przechodzącej przez punkt (1,-1,0) o wektorze kierunkowym [2,0,-3]:

Parametryczne:

x=1+2t

y=-1

z=-3t,

gdzie teR (tzn. t jest liczbą rzeczywistą).

Kierunkowe:
(x-1)/2=(y-1)/0=z/(-3).

(Niektórym może się nie podobać dzielenie przez zero, ale taki jest zapis równania kierunkowego prostej. Ewentualnie można pisać zamiast tego układ równań:

(x-1)/2=z/(-3)

y-1=0).
