e Ciaglosé funkcji
Bedziemy rozpatrywaé funkcje f : Dy — R. Intuicyjnie mozna powiedzieé, ze funkcja
jest ciagla, jesli mozna ja narysowaé nie odrywajac dlugopisu (oléwka, kredki itp.) od
kartki.
Funkcja f jest ciagta w punkcie o € Dy jesli

lim f(z) = lim_f(z) = f(zo),
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czyli granice prawostronne i lewostronne liczone w punkcie xy musza by¢ sobie réwne,
oraz muszg by¢ réwne wartosci funkcji w tym punkcie.

e Rozpatrzymy kilka przypadkow
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— Badajac ciagtos¢ w punkcie 1 = —0.5 otrzymamy:
lim f(x) = lim_f(z) # f(z1).
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Tutaj otrzymaliSmy, ze granice prawostronne i lewostronne sa sobie rowne, ale nie
sa réwne wartosci funkcji w tym punkcie, stad f nie jest ciagta w 21 = —0.5.

— Badajac cigglo$é¢ w punkcie zo = 1 otrzymamy:

f(e2) = lim f(x) # I f(x),
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granice prawostronne i lewostronne sa rézne, wiec f nie jest ciggla w zo =1

— Badajac cigglo$¢ w punkcie z3 = 2 otrzymamy:

lim f(z) # lim_f(z) = f(zs).
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granice prawostronne i lewostronne sa rézne, wiec f nie jest ciagta w zo =1

— Badajac ciaglo$¢ w punkcie z4 = 3 otrzymamy:

lim f(z)= lim+ f(z) = f(z4).

ToT, T—T,

granice prawostronne i lewostronne sa réwne oraz sa réwne wartosci f(z4), wiec
f jest ciagla w zo = 1.



Przyktad 0.0.1.

in L
Zbadamy ciagtos$¢ funkeji f(z) = { vsing gdy @70

0 gdy =0 "
Dziedzina funkcji: Dy = R
Liczymy granice:

1
li = 1l in— = (%
lim f(@) = lim asin = (x

// zauwazmy ze 1 — oo gdy = — 0, a takze sin 1 jest ograniczony, zatem...//

1
(x) = lim xsin— =0,
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analogicznie dostaniemy

. 1
lim xsin— =0.
r—0— X

Mamy takze f(0) =0, stad

lim f(x)= lim_f(x) = f(xo).
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Funkcja f jest ciagta w punkcie zy = 0. Wykres:
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e Zad.l
Zbada¢ ciaglos¢ funkcji

z+1 gdy <0
fl)=4 0 gdy =0
—x+1 gdy x>0

Przyktad 0.0.2.
Nalezy dobra¢ parametry a i b tak aby funkcja

L2 gdy 2>2
fz)=< ar+b gdy 0<z<2
2
L3 gdy 2<0

byta ciagta na R. Nalezy sprawdzi¢ granice:

19 lim f(x)
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2° lim f(x)

z—0



Przypadek 1°
granica prawostronna:

. L r—2 lim x—2 vr—1+1 lim (r—2) (Vo —1+1)

w2t o2t \Jr—1—1 as2tyr—1—-1 Vo—141 a—2t (x—1)—1 -
—2)(Vr—1+1
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r—2t xr — 2 r—2+

teraz granica lewostronna:

lim f(z)= lim ax+b=2a+0b
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Stad otrzymujemy pierwsze réwnanie, ktére bedziemy rozpatrywaé

A o= g, S

2a +b=2

Przypadek 2°
granica prawostronna:

mllrg+ flx) = zlirg+ ar+b=1>

granica lewostronna:

r? — 3x z(x —3)
Jm fle) = Tim Z—r = T T ooy T o

Stad otrzymujemy drugie réwnanie

lim f() = lim f(2)

3=0
Nalezy rozwigzaé uktad réwnan:
2a+b=2
b=3
1
20+3=2=a= 3

1

Otrzymalismy, ze a = —35 oraz b = 3. Wzér naszej funkcji wyglada nastepujaco:

r_2 gdy = >2

r—1—1
fl@)=4 —iz+3 gdy 0<z<2
7”;2213; gdy <0
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(x = 2)/(sqrt(x - 1) — 1)




e Zadania do samodzielnego rozwiazania.
Dobra¢ parametry a, b tak aby ponizsze funkcje byle ciagle:

1—9\_/% gdy <3
a) f)={ -m  ady =3
m29:52+6 gdy >3

z2—4
22 —52+6
a gdy z=2

xarctg (ﬁ) +b gdy <2

gdy x> 2
b) f(z)=

%sina gdy z=-2
c) fla)=q ¥YEHES gdy zeR/{-2,2}
i’ —3nb gdy z=2

2
T ely v<-l
ar +b gdy —1<z<3

2_
= edy 2>3

d) flz)=



